Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Halmazok, intervallumok

Alapfogalmak (nem definialt fogalmak):
Halmaz, elem, eleme. Jel6lés: x € A (ejtsd: az x eleme az A halmaznak).

Halmaz megadasa:

A vizsgalatok soran mindig feltesszilk, hogy a figyelembe vett elemek egy adott
U alaphalmaznak (univerzumnak) az elemei. Akkor mondjuk, hogy megadtunk egy halmazt,
ha az alaphalmaz minden elemérdl el tudjuk donteni, hogy eleme - e a halmaznak, vagy sem.

Halmazok megadasanak modszerei:

e Korilirassal: A = {5 — tel osztva 3 maradékot add, 1 és 40 kozotti szamok}
e FElemek felsorolasaval: C = {3;8;13; 18; 23; 28; 33; 38}
e Utasitassal: B ={5x+3|0 < x < 8;x € N}

Megjegyzés:
Felsorolasnal az elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel.

Halmazok szemléltetése:
A halmazok egymashoz valo viszonyat halmazabraval (Venn — diagrammal) szemléltetjiik.

DEFINICIO: (Egyenlé halmazok)
Két halmazt egyenldnek neveziink, ha ugyanazok az elemeik. Jelolés: A = B.

DEFINICIO: (Ures halmaz)
Azt a halmazt, melynek nincs egyetlen eleme sem, iires halmaznak nevezziik. Jel6lés: @;{ }.

Megjegyzés:
A {@} jelolés nem megfeleld, mert ez egy olyan halmaz, melynek eleme az iireshalmaz.
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DEFINICIO: (Részhalmaz)

Egy B halmaz részhalmaza egy A halmaznak, ha a B halmaz minden eleme beletartozik az
A halmazba. Jelolés: B € A.

Megjegyzés:.

e Minden halmaz részhalmaza 6nmaganak. Jeloléssel: A € A.

e Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza. Jeloléssel: @ € A.

DEFINICIO: (Valédi részhalmaz)
Egy B halmaz valddi részhalmaza az A halmaznak, ha a B halmaz minden eleme beletartozik
az A-ba, de az A-nak van olyan eleme, amely nem tartozik bele a B halmazba. Jelolés: B C A.

DEFINICIO: (Hatvanyhalmaz)
Egy A4 halmaz 6sszes részhalmazainak a halmazat hatvanyhalmaznak nevezziik. Jelolés: P (A).

TETEL:
Egy n elemi halmaz Gsszes részhalmazainak a szama: 2™.

Halmazmiiveletek:

DEFINICIO: (Metszet)
Az A és B halmaz metszete (k6zOs része) azon elemeknek a halmaza, melyek mind a két
halmazba beletartoznak. Jelolés: A N B.

Y B/
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DEFINICIO: (Unio)
Az A ¢és B halmaz unidja (egyesitettje) azon elemek halmaza, amelyek a két halmaz koziil
legalabb az egyikbe beletartoznak. Jelolés: A U B.

DEFINICIO: (Kiilonbség)
Az A és B halmaz kiilonbsége azon elemek halmaza, amelyek beletartoznak az A halmazba, de
nem elemei a B halmaznak. Jel6lés: A \ B.

DEFINICIO: (Szimmetrikus Kiilonbség)
Az A és B halmaz szimmetrikus kiilonbsége azon elemeknek a halmaza, amelyek a két halmaz
koziil pontosan az egyikbe tartoznak bele. Jelolés: A A B.
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DEFINICIO: (Komplementer halmaz)
Az A halmaz komplementere (kiegészité halmaza) azon elemek halmaza, melyek elemei az

alaphalmaznak, de nem elemei az A halmaznak. Jeldlés: A.

Megjegyzés:
A komplementer képzés nem értelmezheto az alaphalmaz ismerete nélkiil.

Halmazmiiveleti tulajdonsagok:

e Idempotencia (azonos hatvanyusag): Egy tetszéleges halmaz dnmagaval valé metszetének,
illetve unidjanak eredménye dnmaga a halmaz. Jeloléssel: AN A =A;AU A = A.

o Kommutativitas (felcserélhetdség): Egy tetszoleges A és B halmaz metszetében, unidjaban,
illetve szimmetrikus kiilonbségében a két halmaz felcserélhetd. Jeloléssel: AA B = B A A.

e Asszociativitas (csoportosithatosag, tarsithatosag): Barmilyen A, B és C halmaz metszete,
unidja, illetve szimmetrikus kiilonbsége tetszolegesen atzardjelezhetd és a zardjel el is
hagyhat6. Jeloléssel: (ANB)NC=AnNn(BNC)=AnBnNC.

e Disztributivitds (széttagolhatosdg): A halmazok metszete disztributiv az unidra nézve, az
unidja disztributiv a metszetre nézve. Jeloléssel: AN (BUC) = (ANB)U (AN C).

e Adjunktivitas (elnyelési tulajdonsag): AN (AUB) =AéAU(ANB) =A.

o Komplementerre vonatkozo azonossag: A = A; AUA=U;ANA = Q.

e De Morgan - azonossagok: AN B = AUBéAUB=ANB.

DEFINICIO: (Diszjunkt halmazok)
Két halmazt diszjunktnak neveziink, ha nincs k6z6s elemiik, azaz metszetiik az tires halmaz.
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Szamfogalmak kialakitisa, nevezetes szimhalmazok:

Azt mondjuk, hogy ha egy halmazbeli miivelet eredménye nem vezet ki a halmazbol (tehat a
miuvelet eredménye szintén eleme a kérdéses halmaznak), akkor e halmaz erre a miiveletre
nézve zart halmaz. Ha a miivelet eredménye mar egy masik (dltalaban bévebb) halmazba is
tartozhat, akkor azt mondjuk, hogy e halmaz erre a miiveletre nézve nyilt halmaz.

e A targyak megszamlalasara a 0; 1; 2; ... szamokat hasznaljuk, s ezek alkotjak a természetes
szamok halmazat. Jele: N.

e A természetes szamok halmazabdl az Osszeadas és szorzas miivelete nem vezet ki (az
eredmény is természetes szam lesz), viszont a kivonds igen, ezért sziikség van a természetes
szamok ellentettjeire is. Ezek a szamok egyiittvéve (...; —2;—1;0;1; 2; 3 ...) alkotjak az
egész szamok halmazat. Jele: Z.

o Az egész szamok halmazabdl az Gsszeadds, kivonas és szorzds nem vezet ki, viszont az
osztas igen. Ebbdl a célbol az egész szdmok halmazat ujabb tért szamokkal bdvitve,
megkapjuk a racionalis szamok halmazat. Jele: Q.

e A racionalis szamok halmazabol az Osszeadas, kivonas, szorzas és osztas nem vezet ki,
viszont a négyzetgyokvonas igen. Ebbol a célbol a racionalis szamok halmazat az
irracionalis szamok halmazaval bévitve, megkapjuk a valos szamok halmazat. Jele: R.

Megjegyzés:

o A szamfogalmak kialakitasanal megjelenik a permanencia — elv: Valamely szamhalmazon
ervényes tulajdonsagtol azt kivanjuk, hogy az érvényes legyen egy bovebb szamhalmazon is.

o A racionalis és valos szamok halmaza zart a négy alapmiiveletre nézve.

o Az irracionalis szamok halmaza nyilt az alapmiiveletekre nézve: a miiveletek eredménye
lehet raciondlis szam is.

o Eqgy 0 — 14! kiilonbozo racionalis és egy irraciondlis szam oOsszege, kiilonbsége, szorzata és
hanyadosa is irracionalis szam lesz.

o A valos szamok halmazat tovabb bovithetjiik ugy, hogy negativ szamokbol is tudjunk
négyzetgyokot vonni. Igy megkapjuk a komplex szamok halmazat. Jele: C.

DEFINICIO: (Egész szamok)
Egész szamoknak nevezzilk az olyan szamokat, amelyek felirhatok két természetes szam
kiilonbségeként.
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DEFINICIO: (Racionalis szamok)
Azokat a szamokat, amelyek felirhatoak két egész szam hanyadosaként (tort alakban),
racionalis szamoknak nevezziik.

Megjegyzés:

e A raciondlis szamok felirhatoK vegyestort alakban és tizedestort alakban is. Pl.: 2 373

o Véges tizedes tort: A tort alak ugy egyszeriisithetd, illetve bovithetd, hogy nevezdje 10-nek

valamilyen hatvanya legyen. Pl.: 5,6 = 56 14,592 = 14592 0,0703 = 703
10 1000 10000

o Végtelen szakaszos tizedestort: A tizedes vesszo utan dllo szamjegyek egy szakasza ujra és
vjra ismétlédik. PlL: 1,036 = 1,0363636 ... 2,5 = 2,555... 3,189 = 3,189189 ...

e Bdrmely két racionalis szam kozott van ujabb racionalis szam.

o Az egész szamok is felirhatok tortalakban.

DEFINICIO: (Irracionalis szamok)
Az olyan tizedestortet, amely nem véges és nem végtelen szakaszos, irraciondlis szamnak

nevezziik. PL.: V2; .

Megjegyzés:

e [rracionadlis szamok esetében a tizedesvesszé utdni szamjegyek ismétlodésében nincs
szabalyossag.

o Az irraciondlis szamok nem irhatok fel két egész szam hanyadosaként (tort alakban).

e Az irraciondlis szamok esetében kozelitd értékkel szamolunk.

DEFINICIO: (Valés szamok)
A racionalis ¢€s irracionalis szamok halmazéanak unidja egyiitt alkotjak a valds szamokat.

Megjegyzés:
A valos szamok halmazanak elemei és a szamegyenes pontjai kézott kolcsénosen egyértelmii
megfeleltetést hozhatunk létre, igy a valos szamokat szemléltethetjiik a szamegyenes pontjaival.
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A szamhalmazok kapcsolata: N c Z < Q c R.

Halmazok szamossaga:
Egy A halmaz szamossagan az elemeinek a szamat értjiik. Jelolés: |A|.

TETEL: (Logikai — szita formula)
Tetsz6leges A4, B, illetve C halmazok esetén az Gsszes elemeiknek a szama:

e 2 halmazra: |[AU B| = |A| + |B| — |A N B|
e 3halmazra: [AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|AnB|—-|AnC|—|BnC|+|AnBnNC]|.

Megjegyzés:
A szita — formula tobb halmaz esetén is felirhato az elézé képletekhez hasonloan.

DEFINICIO: (Egyenl6 szamossagi halmazok)
Ha két halmaz kozott kdlesondsen egyértelmli megfeleltetés 1étesithetd, akkor azt mondjuk,
hogy a két halmaz szdmossaga egyenld (a két halmaz ekvivalens egymassal).

DEFINICIO: (Véges, végtelen halmazok)
Egy halmazt végesnek neveziink, ha nincs olyan valddi részhalmaza, amely vele egyenld
szamossagu. Ellenkez6 esetben végtelen halmazrol beszéliink.

Megjegyzés:
A véges halmaz szamossaga kifejezheto egy természetes szammal.
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DEFINICIO: (Megszamlalhatéan végtelen halmazok)

Egy halmazt megszamlalhatoan végtelennek neveziink, ha egyenld szdmossagu a természetes
szamok halmazaval. Jele: X, (alefnull).

Megjegyzés:

o Az alefnull szamossag a legkisebb végtelen szamossag.

o Az alefnull szamossagu halmazok elemi sorba rendezhetoek.

DEFINICIO: (Megszimlilhaté halmazok)
Egy halmazt megszamlalhatonak neveziink, ha véges vagy megszamlalhatoan végtelen.

TETEL:
Megszamléalhat6 halmaz részhalmaza is megszamlalhato.

TETEL:
Az egész szamok halmaza megszédmlalhatéan végtelen.

TETEL:
A racionalis szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen.

TETEL:
A valos szamok halmaza nem megszamlalhatéan végtelen.

DEFINICIO: (Kontinuum szimossag)
A valos szamok halmazaval egyenld szdmossagli halmazokat kontinuum szdmossaglinak
nevezzik.

Megjegyzés:
o Példa: sik (tér) pontjai, irracionalis szamok halmaza, szamegyenes egy intervalluma, ...

o A valos szamok halmazat szamegyenes segitségével szemléltetjiik.

o A raciondlis szamok nem toltik ki teljesen a szamegyenest, mert barmely két racionalis szam
kozott talalhato ujabb racionalis szam.

TETEL:
Egy Kkontinuum végtelen szamossaghh halmaz szamossaga nagyobb, mint egy
megszamlalhatéan végtelen szamossagué.
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TETEL:
Barmely két nem 0 hosszu szakasz pontjainak szdmossaga egyenld (kontinuum szamossagu).

DEFINICIO: (Halmazok Descartes - Szorzata)

Az A és B halmaz Descartes - szorzatan (direkt szorzatan) azon rendezett elemparok halmazat
értjiik, amelyeknek elsé eleme az A, masodik eleme a B halmazbol valo. Jelolés: A x B
(ejtsd: A kereszt B).

Megjegyzés:
Rendezettség alatt azt értjiik, hogy az elemparok nem felcserélhetdk.

TETEL:
Az Osszes rendezett természetes szampar halmaza megszamlalhatéan végtelen.

Intervallumok:
A szamegyenes egy szakaszat intervallumnak nevezziik.

DEFINICIO: (Zart intervallum)
Zart intervallumnak nevezziik azt az intervallumot, amelynél a hatarolo elemek beletartoznak
az intervallumba. Jeloléssel: x € [a; b], haa < x < b.

DEFINICIO: (Nyilt intervallum)
Nyilt intervallumnak nevezziik azt az intervallumot, amelynél a hatarol6 elemek nem tartoznak
bele az intervallumba. Jel6léssel: x € Ja; b[, haa < x < b.

DEFINICIO: (Félig nyilt — félig zart intervallum)

Félig nyilt — félig zart intervallumnak nevezziik azt az intervallumot, amelynél az egyik hatarolo
elem beletartozik, a masik hataroldo elem pedig nem tartozik bele az intervallumba.
Jeloléssel: x € |a; b],haa < x < b, illetve x € [a; b[,haa < x < b.

Megjegyzés:
o Az intervallumok esetében a végteleneket nyilt intervallumokkal jeloljiik: ]—oo; +oo].

o A zart intervallum hatarpontjait besatirozott, a nyiltét pedig tires karikakkal abrazoljuk.
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Gyvakorlo feladatok

K: kozépszintii feladat E: emelt szintii feladat

. (K) Melyik hatiaroz meg halmazt az alabbiak koziil?

A: Jozsef Attila hossza versei D: az osztaly legokosabb tanuléja
B: az elsé tiz primszam E: Debrecen altalanos iskolai
C: néhany darab paros szam F: a jovo heti hatos lotté nyerészamai

. (K) Add meg a kiovetkezo halmazokat koriilirassal, majd elemeik felsorolasaval!
A={x*=9|x €7} C={x|7|x€Z}

B = {|x| < 4|x € N} D={2x—-1|-2<x<3;x€Z}

. (K) Adj meg harom Kkiilonbozé, végtelen halmazt gy, hogy barmely ketté metszete
iires, végtelen, illetve véges legyen!

. (K) Adj meg harom kételemii halmazt gy, hogy barmely kettének legyen véges sok
kozos eleme, de a harom halmaz k6zos része iires legyen!

. (K) Adj meg harom halmazt ugy, hogy barmely kettonek legyen végtelen sok kozos
eleme, de a harom halmaz kozos része iires legyen!

. (K) Dontsd el, hogy az alabbi allitasok igazak, vagy hamisak!

NcZ RcR ZcZ @SN QcN Zco QUQ=R N\Z=9

. (K) Dontsd el, hogy az alabbi allitasok igazak, vagy hamisak!
—2€N —3€7Z %EZ —geQ 1,37€Q 0€Q

5

2,3€Q 4,567€Q -meEQ V3eQ 1.€R 2meER

10
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8. (K) Dontsd el, hogy az alabbi allitasok igazak, vagy hamisak!
A = {négyzetek} B = {deltoidok} C = {trapézok} D = {paralelogrammak}

AcB Dcc B<cD CcA Bc¢@ DcD pccC AcA

9. (K) Dontsd el, hogy az alabbi allitasok igazak, vagy hamisak!
A:HaX cY,akkor X\Y = Q. C:HaY c X, akkor |Y| < |X].

B:HaX cY,akkorY\ X = @. D:HaXuY=XnY,akkorX cY.

10. (K) Sorold fel az A = {1; 2; 3; 4} halmaz részhalmazait, illetve valédi részhalmazait!

11. (K) Hany elemii lehet az a halmaz, amelynek eggyel, kettével, illetve harommal tobb
részhalmaza van, mint ahany eleme?

12. (K) Hany részhalmaza van a 200 — nal Kkisebb négyzetszamok halmazanak?

13. (K) Hany elemii az a halmaz, amelynek legalabb ezerrel tobb részhalmaza van, mint
amennyi eleme?

14. (K) Egy 8 elemii halmaznak melyikb6él van tobb: 3 elemii, vagy 5 elemi
részhalmazaibol?

15. (E) Legyen az A a 100 - nal kisebb pozitiv egész szamok halmaza. Hany elemii az A
osszes részhalmazanak az unidja?

16. (E) Egy zsakban n darab Kkiilonb6z6 kis golyé van. Hanyféleképpen vehetiink ki
valamennyi golyot a zsakbol, ha a kivétel belemarkolassal torténik és lehet, hogy egy
golyot sem huzunk ki?

17. (E) Hany olyan részhalmaza van az A = {a; b; c; d; e} halmaznak, amelynek a ¢
eleme?

18. (E) Hany olyan részhalmaza van az A = {a; b; c; d; e} halmaznak, amelynek a b és a
¢ koziil legalabb az egyik eleme?

11
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19. (E) Legfeljebb hany részhalmazat valaszthatjuk ki egy 10 elemii halmaznak ugy,
hogy semelyik két kivalasztott részhalmaz ne legyen diszjunkt?

20. (E) Bizonyitsd be, hogy egy n elemii halmaz paros és paratlan elemszamu
részhalmazainak szama egyenld! (Az iires halmaz elemszama paros.)

21. (K) Dontsd el, hogy igazak — e az alabbi kijelentések tetszéleges A és B halmazokra!
A:Haa¢ Aésace B,akkorae (AnB). F:Haa € (AU B),akkora € A,vagya € B.
B:Haa¢ Aésae€ B,akkorae (B\A). G:Haa€(AnB),akkora € Aésa € B.
C:Haae€eAésaeB,akkorae (AUB). H:Haa¢ (AUB),akkora ¢ Aésa ¢ B.
D:Haae€AésaeB,akkorae (A\B). l:Haa¢ (AnB),akkora ¢ Aésa & B.
E:Haa€Aésa¢ B,akkorae (AAB). J:Haa¢ (AAB),akkora ¢ Aésa € B.
22. (K) Tekintsd az U =1{0;1;2;3;6;8;10;11;12} alaphalmazon a Kkovetkezd

halmazokat: A = {10 — nél nem nagyobb, paros szamok}, B = {3x|x € ]10; 10]}.
Add meg a kovetkez6 halmazmiiveletek eredményét!

B\ A AUB BNnA AAB A B AAB AUB
23. (K) Adottak a Kkovetkezé6 halmazok: A =1{1;2;4;6}, B ={1;6;7;8;9},

C =1{3;4;5;6;7}. Az alaphalmaz: U = {1; 2; ...;9; 10}. Hatarozd meg a kovetkezo
halmazokat!

ANC BAC A\B A CA(B\A) BUCAA AnNB BuUC

24. (K) Add meg az A és B halmaz elemeit, ha tudjuk, hogy AN B = {1;2;3]},
B =1{4;5;6;7}, BUA=1{1;2;3;4;5;8;9} és az alaphalmaz: U = {1;2; ...; 8;9}!

25. (K) Az M ={1;2;3;4;5; 6} halmaz A, B és C részhalmazairol az alabbiakat tudjuk:
ANB={2};(AUB)NC=1{5;6};A\C =1{2;3;4};C\ B = {1; 5}. Hatarozd meg az
A, B és € halmazokat!

26. (E) Az A, B,C halmazokrol a kovetkezéket tudjuk: AUBUC = {1;2;...;10; 11};
A\C={2;7AnB={2;11};( BN C)\A={3;4};(BUC)\A=1{1;3;4;5;6;8}.
Add meg az A, B,C halmazok elemeit, ha tudjuk, hogy a B halmaznak csak két
paratlan eleme van!

12
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(K) Hatarozd meg az A és B halmazokat,ha AU B = {1;2;3;4;5}; An B ¢« {3;4; 5};
A\ B ={1;4};|A| = |B|!

(K) Add meg halmazmiiveletekkel az abra besatirozott teriileteit!

(K) Adott az A, B és C halmazok. Ird fel halmazmiiveleti jelek segitségével azon
elemek halmazat, amelyek legalabb az egyik halmaznak elemei, de ha elemei B — nek,
akkor nem elemei A — nak!

(K) Legyen |A| = 8, |B| = 11. Mekkorak lehetnek az alabbi értékek?

|A N B| |A U B| |A\ B| |B\ Al
(E) Bizonyitsd be, hogy A, B véges halmazok esetén: |AA B| = |A| + |[B| —2 - |A N B|!

(K) Tudjuk, hogy |U| =20, |4| =8, |B|=7,|C|=7,|1AnBNC|=2,|B\C| =4,
|A\ B| =5, |C\ A| = 3, |ANn B| = 3. Hatarozd meg a kivetkezé6 halmazmiiveletek
elemszamat: |4\ C|, |Bn C|, |C|!

(K) Hany elemiiek az A,B és C halmazok, ha |[AUBUC|=10,|AUB| =8,
|A\B|=3,]JAnB|=3,JANBNC|=2,|JANC| =3 és|B\C| = 2?

(E) Az A,B és C halmazokrol tudjuk, hogy |A\ B|=5,|B\C|=5,|C\A| =4,
JAnNBNC|=1,JAUB|=13,|JAUC| =12 és |C| = 7. Hatiarozd meg az A és B
halmazok elemszamat!

(E) Legyen A,B és C olyan halmazok, melyekre ANC=BnNC és A\C=B\C.
Bizonyitsd be, hogy A = B!

(E) Legyen A,B és C olyan halmazok, melyekre AUC=BUC é C\A=C\B.
Bizonyitsd be, hogy A = B!
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Hany olyan egész szam van 1 - t6l 300 - ig, amely oszthato 4 — gyel, vagy 6 — tal?

(K) Hany olyan 400 - nal nem nagyobb pozitiv egész szam van, amely nem oszthaté
3-mal, 5 - tel és 7 - tel sem?

(K) Az 1000 — nél nem nagyobb pozitiv egész szamok kozott hany olyan van, amelyik
a) a 2 és 3 koziil legalabb az egyikkel oszthato

b) a 2 és 3 koziil legfeljebb az egyikkel oszthato

) a 2 és 3 koziil pontosan az egyikkel oszthato

d) ha oszthato 2 — vel, akkor oszthaté 3 — mal is

e) a 2 és 3 koziil ha oszthaté az egyikkel, akor oszthat6 a masikkal is?

(K) Az 1000 — nél nem nagyobb pozitiv egész szamok kozott hany olyan van, amelyik
a) a 2,3, 5 szamok koziil pontosan a 2 — vel oszthato

b) a 2,3, 5 szamok koziil pontosan kettével oszthato?

(K) Hany olyan haromjegyii pozitiv egész szam van, amelyik

a) oszthato 3 — mal, vagy 4 — gyel, de nem oszthaté 5 — tel?

b) oszthato 3 — mal és 5 — tel, de nem oszthato 4 — gyel?

(K) Egy osztaly 28 tanuléja koziil 8 — an felvételiznek matematikabol, 6 — an

fizikabol, 4 tanul6 matematikabal is és fizikabol is. Hainyan nem felvételiznek egyik
emlitett targybol sem?

(K) Tudjuk, hogy egy 28 fos osztalyban nincs jelese 23 tanulonak fizikabol és
21 tanulonak matematikabdl. Hany tanulonak van matematikabol és fizikabol is jeles
osztalyzata, ha tudjuk, hogy matematikabdl vagy fizikabél 10 — en kaptak jelest?

(K) Egy 20 fos csoportban 14 — en beszélnek angolul, s 9 — en németiil. Hanyan
beszélnek mindkét nyelven, ha tudjuk, hogy a csoportban nincs olyan, aki ne beszélné
legalabb az egyik nyelvet?
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45.

46.

47.

48.

49,

50.

51.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy matematikaversenyen két feladatot tiiztek ki. Az elsé feladatot az indulék
70 % - a, a masodikat pedig az indulok 60 % - a oldotta meg. Minden indulo
megoldott legalabb egy feladatot, és 9 — en mindkét feladatot megoldottak. Hanyan
indultak a versenyen?

(E) Egy osztaly tanuloinak az 50 % - a kozepesnél nem jobb, mig a g — része
kozepesnél nem rosszabb dolgozatot irt. Hanyan jarnak az osztalyba, ha a

dolgozatirasnal senki sem hidnyzott, és kozepesnél rosszabb dolgozatot 6 — an irtak?
Mennyi volt a kozepes?

(E) Egy ornitologus megfigyelte, hogy a teriiletén €16 200 szarka 60 % - anak a farka
tarka, 70 % - anak hosszu a csére. A tarka farkia és hosszu csorii szarkak aranya az
osszes szarkahoz viszonyitva 40 %. Hany egyed van, amelyiknek rovid cséréhez
egyszini faroktollazat tartozik?

(E) Egy gimnazium kémia — biologia tagozatos osztalyaba 76 tanulé felvételizett. A
felvételizok koziil volt, aki csak a kémia, és volt, aki csak a bioldgia tagozatot jelolte
meg, de 29 — en mindkét tagozatra beadtak a jelentkezési lapjukat. Bizonyitsd be,
hogy a két tagozatra nem jelentkezhetett ugyanannyi diak!

(E) Egy osztaly létszama 30. Az osztalyban harom nyelvet tanulnak, angolt, oroszt és
franciat, és minden diak legalabb egy nyelvet tanul. Angolul 14 —en tanulnak, oroszul
15 — en, francidul pedig 5 — en. Pontosan két nyelvet 6sszesen 6 didk tanul. Hanyan
tanuljak mindharom nyelvet?

(K) Egy osztaly tanuloi 3 feladatbél allé dolgozatot irtak matematikabol. Az els6
feladatot 14 — en, a masodikat 13 — an, a harmadikat pedig 11 — en oldottak meg.
7 tanulo az elso és masodik, 6 a masodik és harmadik, és 4 gyerek az elsé és harmadik
példat is megoldotta. Mindossze 4 diak tudta mindharom feladatot elkésziteni.
Hanyan vannak az osztalyban, ha mindenki legalabb egy feladatot megoldott?

(K) A 35 fos 9. E. osztaly az osztalykirandulason, amelyre mind a 35 tanulé elment,
salatat rendelt vacsorara. A vacsora végén Kideriilt, hogy haromfélét ettek:
gyimolcssalatat, kukoricasalatat, tonhalsalatat, és mindenki rendelt valamilyet a
harom koziil. Kukoricasalatat 14 - en, gyiimolcssalatat 15 - en, tonhalsalatat 13 - an.
Egy diak rendelt mindharombdl. A kukoricasalatat rendelék koziil 11 - en nem
kértek gyiimolcssalatat. 9 olyan diak volt, aki sem kukoricas, sem gyiimolcssalatat
nem evett. A csak gyiimolcssalatak rendelok 1 - gyel tobben voltak, mint a csak
tonhalasat rendeldk.

a) Hany olyan tanulé volt, aki tonhalas és gyiimdlcssalatat is rendelt?

b) Hany olyan tanulo volt, aki csak kukoricas salatat rendelt?
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52.

53.

54,

55.

56.

S57.

Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

(K) Egy 36 fobol allé csoporttal teszteltek harom terméket, legyenek ezek: A, B és C.
20 fonek tetszett az A és a C termék, 8-nak a B és a C termék. Csak az A, illetve csak
a B termék 2 — 2 tesztelonek felelt meg. Az A vagy a B terméket viszont 29 - en
tartottak jonak. A C termék szintén 29 embernek felelt meg. Mindharom termék
csupan 3 embernek tetszett.

a) Hany tesztelonek tetszett pontosan két termék?

b) Hozzajuk képest tobben vagy kevesebben voltak, akiknek csak egy termék volt jo?
C) Mennyien vannak azok, akiknek egyetlen termék sem volt megfelel6?

(E) Egy matematikai versenyen harom feladatot tiiztek ki. A 184 versenyzo koziil
mindenki megoldott legalabb egy feladatot. Az els6 példat 90, a masodikat 80, a
harmadikat 50 indulé oldotta meg helyesen, pontosan két jo feladatmegoldasa
32 diaknak volt.

a) Hany olyan versenyzé volt, aki az els6 feladatot nem oldotta meg?

b) Hany olyan versenyzé volt, aki mindharom feladatot megoldotta?

c) Ha azt is tudjuk, hogy 60 olyan diak volt, aki csak az elsd, és 50 olyan diak volt,

aki csak a masodik feladatot oldotta meg, akkor hanyan voltak azok, akik csak a
harmadik feladatott oldottak meg?

(E) Hatarozd meg az Ax B, a Cx B és a C x C halmazokat, ha A ={0;1; 2},
B ={1;4;5} és C={2;7} Mennyi eleme van az AxA, a BxA é az AxC
halmazoknak?

(E) Legyen az R xR halmazon értelmezve a Kkovetkez6 ponthalmaz:
P = {origé kozéppont\, 5 sugari zart korlap}. Hany elemi a PN (Z x Z)
halmaz? Mennyi az eleme, ha a kérlap nyilt?

(K) Abrazold szimegyenesen a kivetkezé szamhalmazokat!

A={x|-5<x<3;x €} B={2x+3|-2<x<1;x€Z}
C={3x—2|-1<x<2,x€eR} D = {x|2 > |x|;x € R}

Igaz — e, hogy a B \ A halmaz elemeinek a szama véges?

(K) Tekintsiik a kovetkezé intervallumokat: A = [1;3[, B = |—1; 2], € = [0; oo,
D = |—o0; 4[. Hatarozd meg a kovetkezé intervallumokat: CU D, A\ C,D \ C, BN C!
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

58. (K) Abrazold derékszogii koordinata — rendszerben azon pontok halmazat, amelyek
a) az x — tengelytdl nagyobb, mint 3 egység tavolsagra vannak!
b) az y — tengelytol legfeljebb 4 egység tavolsagra vannak!
c) aP (3;0) ponttol kisebb, mint 2 egység tavolsagra vannak!
d) aQ (5;0) ponttol legalabb 1 egység tavolsagra vannak!
e) aP (3;0) ponthoz kozelebb vannak, mint a Q (5; 0) ponthoz!

f) az x és y tengelytdl is egyenlé tavolsagra vannak!
59. (K) Abrazold az el6z6 feladat a) és b) részében szereplé ponthalmaz metszetét!

60. (E) Adottak az I,, = ]0; n] intervallumok, ahol n = 1, 2, 3, .... Talalhato — e kozottiik
halmaz - részhalmaz parok? Ird fel intervallummal az I, NI, N I; N ..., illetve az
I; UI, U I3 U .. halmazt!

61. (E) Adottak az I,, = [—111; 0[ és J, = {x|0 <x< 111} halmazok (n =1,2,..). Van —¢
olyan pontja a szamegyenesnek, amely minden I,,, illetve J,, halmaznak eleme?

62. (E) Bizonyitsd be, hogy pontosan annyi paros szim van, mint természetes szam!

63. (E) Adott egy szalloda, melyben végtelen sok szoba talalhato (a szamozasuk 1 — t6l
kezd6dik). A hét egyik napjan a szallodaban telthaz van. A recepcidos a
hangosbemondon keresztiil mire kérje a mar megszallt vendégeket, ha
a) érkezik még egy 4 fos tarsasag?

b) érkezik egy végtelen sok iiléssel rendelkez6, megtelt busz?

c) érkezik még végtelen sok végtelen iiléssel rendelkezd, megtelt busz?

d) éjszaka érkeznek még véges sokan (elére nem tudjak mennyien), s o6k
mindenképpen egymas mellett szeretnének lakni?
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