Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

Megoldasok

1. Melyik hataroz meg halmazt az alabbiak koziil?

A: Jozsef Attila hosszu versei D: az osztaly legokosabb tanuldja

B: az elso tiz primszam E: Debrecen altalanos iskolai

C: néhany darab paros szam F: a jovo heti hatos lotté nyerdszamai
Megoldas:

Az egyértelmiien meghatarozott halmazok a kévetkezok: B; E.

2. Add meg a kovetkez6 halmazokat koriilirassal, majd elemeik felsorolasaval!

A={x*=9|x €7} C={x|7|x€Z}
B = {|x| < 4|x € N} D={2x—-1|-2<x<3;x€Z}
Megoldas:

A halmazok a kovetkezdk:

A = {Olyan egész szamok, melyek négyzete 9.} A ={-3;3}

B = {A 4 — nél kisebb abszolutértékii természetes szamok.} B ={0;1; 2; 3}

C = {Azok az egész szamok, melyek osztbi a 7 — nek. } c={-7,-1;1;7}

D = {A 2x — 1 alakt szamok,ahol —2 < x < 3ésx € 7.} D ={-3;-1;1;3;5}

3. Adj meg harom Kkiilonb6zd, végtelen halmazt ugy, hogy barmely ketté metszete iires,
végtelen, illetve véges legyen!

Megoldas:
Egy — egy lehetséges megoldas a kovetkezd:

Els6 esetben: A =Z*;B=Q~;C = Q.
Masodik esetben: A = {paratlan szamok}; B = {3 — mal oszthat6 szamok}; C = N,

Harmadik esetben: A = ]-5;-3]; B = [-3;8];C = Z".
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4. Adj meg harom kételemii halmazt agy, hogy barmely kettének legyen véges sok kozos
eleme, de a harom halmaz kozos része iires legyen!

Megoldas:
Egy lehetséges megoldas a kovetkez6: A = {1;2}; B = {2;3}; C = {1; 3}.

5. Adj meg harom halmazt ugy, hogy barmely kettonek legyen végtelen sok kozos eleme,
de a harom halmaz kozos része iires legyen!

Megoldés:
Egy lehetséges megoldas a kovetkez6: A halmazok legyenek egy haromszog alapu hasab

oldallapjainak sikjai.

6. Dontsd el, hogy az alabbi allitasok igazak, vagy hamisak!
NCZ RcR ZCZ @SN QcN Zcg QUQ=R N\Z=09

Megoldas:
A megoldésok a kévetkezok: I; H; I; I; H; H; I; 1.

7. Dontsd el, hogy az alabbi allitasok igazak, vagy hamisak!

—2€N —3€7Z %ez —ge@ 1,37€Q 0€Q
2,3€Q 4,567€Q -meQ V3EQ 12€R 2m e R
Megoldés:

A megoldésok a kovetkezok:
Els6 sorban: H; I; H; I; H; I;.

Masodik sorban: I; H; H; I; I; I.

8. Dontsd el, hogy az alabbi allitasok igazak, vagy hamisak!
A = {négyzetek} B = {deltoidok} C = {trapézok} D = {paralelogrammik}
ACB DccC BcD CcA BcC @ DcD pccC ACA

Megoldés:
A megoldasok a kovetkezok: I;I; H; H; H; H; I; 1.
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9. Dontsd el, hogy az alabbi allitasok igazak, vagy hamisak!

A:HaX cY,akkor X\Y = Q. C:HaY c X, akkor |Y| < |X].
B:HaX cY,akkorY\ X = @. D:HaXuY=XnY,akkor X cY.
Megoldas:

A megoldasok a kovetkezok: I; H; H; H.

10. Sorold fel az 4 = {1; 2; 3; 4} halmaz részhalmazait, illetve valodi részhalmazait!

Megoldas:
Az A halmaznak 6sszesen 2% = 16 darab részhalmaza van, s ezek a kovetkezok:

0 elemi: @ (lires halmaz)

1 elem: {1}, {2}, {3}, {4}

2 elemii: {1; 2},{1;3},{1; 4},{2; 3},{2; 4}, {3; 4}
3elemi: {1; 2;3},{1;2;4},{1;3;4},{2; 3; 4}

4 elemi: {1;2; 3; 4}

Az A halmaz valddi részhalmazai a kovetkezok:
0 elemii: @ (iires halmaz)
1 elemti: {1}, {2}, {3}, {4}
2 elemii: {1; 2}, {1;3},{1; 4},{2; 3},{2; 4}, {3; 4}

3 elemi: {1; 2; 3}, {1; 2; 4},{1; 3; 4}, {2; 3; 4}

11. Hany elemii lehet az a halmaz, amelynek eggyel, kettovel, illetve harommal tobb
részhalmaza van, mint ahany eleme?

Megoldas:
A megoldasok a kovetkezok:

Elsé esetben: az iires halmaz, illetve az egyelemil halmazok.
Masodik esetben: a két elemii halmazok.

Harmadik esetben: nincs ilyen halmaz.
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12. Hany részhalmaza van a 200 — nal kisebb négyzetszamok halmazanak?

Megoldas:
Az A ={1;4;9;16; 25;36;49;64;81;100; 121; 144; 169; 196} halmaznak 13 eleme van.

Ezek alapjan a részhalmazok szama: 213 = 8192.

13. Hany elemii az a halmaz, amelynek legalabb ezerrel tobb részhalmaza van, mint
amennyi eleme?

Megoldas:
A szbdveg alapjan felirhatjuk a kovetkez6 egyenlétlenséget: 2™ = n + 1000.

Mivel 2° = 512 és 21° = 1024, igy legalabb 10 elemii a keresett halmaz.

14. Egy 8 elemii halmaznak melyikbél van tobb: 3 elemii, vagy 5 elemii részhalmazaibo6l?

Megoldas:
Amennyiben 8 elembdl kivalasztunk 3 — at, akkor egyuttal azt az 5 — 6t is kivalasztottuk,

amelyek nem keriilnek az adott részhalmazba.

Ezek alapjan egy 8 elemii halmaznak ugyanannyi 3 elemi részhalmaza van, mint 5 elemd.

15. Legyen az A a 100 - nal kisebb pozitiv egész szamok halmaza. Hany elemii az A osszes
részhalmazanak az unidja?

Megoldas:
A részhalmazok elemei az eredeti halmaz elemeibdl keriilnek ki, ezért a megoldas: |A| = 99.

16. Egy zsakban n darab kiilonb6z6 kis golyé van. Hanyféleképpen vehetiink ki
valamennyi golyot a zsakbol, ha a kivétel belemarkolassal torténik és lehet, hogy egy
golyot sem huzunk ki?

Megoldas:
A lehetdségek szama megegyezik a golyok altal alkotott halmaz Osszes részhalmazainak a

szamaval. Ezek alapjan a megoldas: 2".

17. Hany olyan részhalmaza van az A = {a; b; c; d; e} halmaznak, amelynek a c eleme?

Megoldés:
Vegyiik ki a ¢ elemet, igy a megmaradt halmaznak 2* = 16 részhalmaza van. Mivel

mindegyikhez hozzdadva a ¢ —t az eredeti halmaz részhalmazait kapjuk, igy a megoldas is 16.
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18. Hany olyan részhalmaza van az A = {a; b; c; d; e} halmaznak, amelynek a b és a
c koziil legalabb az egyik eleme?

Megoldas:
Az A halmaznak 8sszesen 2° = 32 részhalmaza van. Amennyiben a b és ¢ koziil egyiket se

valaszthatjuk ki, akkor egy 3 elemii halmaz adodik, melynek dsszesen 23 = 8 részhalmaza van.
Ezek alapjan a megoldas: 32 — 8 = 24.

19. Legfeljebb hany részhalmazat valaszthatjuk ki egy 10 elemii halmaznak gy, hogy
semelyik két kivalasztott részhalmaz ne legyen diszjunkt?

Megoldas:
A részhalmazokat allitsuk parba ugy, hogy a parba allitott részhalmazok diszjunktak legyenek,

s uniojuk kiadja az eredeti halmazt: részhalmaz és komplementere alkot egy part. Ekkor minden
ilyen parbél csak az egyik tagot valaszthatjuk ki. Mivel a 10 elem{i halmaznak 21° részhalmaza

10
van, igy a parba allitdsok miatt 27 = 2% — nél tobbet biztosan nem valaszthatunk ki.

A 2° — en részhalmaz kivalasztdsa viszont megvaldsithato a kovetkezOkképpen: Vegyiik ki az
eredeti halmazbdl az egyik elemet, igy a megmaradt halmaznak 2° - en részhalmaza lesz.
Amennyiben ezek mindegyikéhez hozzaadjuk az el6zdleg kivett elemet, akkor az eredeti
halmaz részhalmazait kapjuk, melyek az adott elem miatt nem lesznek diszjunktak.

Ezek alapjan a megoldas: 2° = 512.

20. Bizonyitsd be, hogy egy n elemi halmaz paros és paratlan elemszamu
részhalmazainak szama egyenld! (Az iires halmaz elemszama paros.)

Megoldas:
A részhalmazokat allitsuk parba gy, hogy a parba allitott részhalmazok diszjunktak legyenek,

s unidjuk kiadja az eredeti halmazt: részhalmaz és komplementere alkot egy part.

Amennyiben n paratlan, akkor a keletkez6 parokban az egyik részhalmaz elemszama paros, a
masiké pedig paratlan. Ezek alapjan teljesiil az allitas.

Amennyiben n paros, akkor vegyiik ki az eredeti halmazbdl az egyik elemet. Az igy keletkezd
paratlan elemszdmu halmaznak ugyanannyi paros és paratlan elemszdmu részhalmaza van, s
ezek az eredeti halmaznak is részhalmazai. Amennyiben ezek mindegyikéhez hozzaadjuk az
elézdleg kivett elemet, akkor az eredeti halmaz hidnyzé részhalmazait kapjuk meg. Ebbdl
adodik, hogy a hianyzo részhalmazok kozott is ugyanannyi paros elemszamu van, mint paratlan
elemszamu. Ezek alapjan az eredeti halmazra teljesiil az allitas.
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21. Dontsd el, hogy igazak — e az alabbi Kijelentések tetszoleges A és B halmazokral
A:Haa¢ Aésace B,akkorae (AnB). F:Haa € (AU B),akkora € A,vagya € B.
B:Haa¢ Aésae€ B,akkorae (B\A). G:Haa€(AnB),akkora € Aésa € B.
C:Haa€eAésaeB,akkorae (AUB). H:Haa¢ (AUB),akkora & Aésa ¢ B.
D:Haa€AésaecB,akkorae (A\B). l:Haa¢ (AnB),akkora ¢ Aésa ¢ B.

E:Haa€Aésa¢ B,akkorae (AAB). J:Haa¢ (AAB),akkora ¢ Aésa € B.

Megoldésok:
A megoladsok a kovetkezok: H; I; I; H; I; 1; 1;1; H; H.

22. Tekintsd az U = {0; 1; 2; 3; 6; 8; 10; 11; 12} alaphalmazon a kovetkez6é halmazokat:
A = {10 — nélnemnagyobb, paros szamok}, B = {3x|x € ]10;10]}. Add meg a
kovetkez6 halmazmiiveletek eredményét!

B\ A AUB BNnA AAB A B AAB AUB

Megoldas:
El8szor adjuk meg a halmazokat elemeik felsorolasaval: A = {0; 2; 6; 8; 10} és B = {3; 6; 12}.

Ezt kovetden készitsiink Venn — diagramot:

Ezek alapjan a miiveleteknek megfelel6 megoldasok:

B\ A = {3;12) 4=1{1;3;11;12)

AUB =1{0;2;3;6;8;10; 12} §={O; 1;2;8;10;11}
BnA=1{6} AAB ={1;6;11}

AAB =1{0;2;3;8;10;12} AU§={0;1;2;6;8;10;11}
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23. Adottak a kovetkez6 halmazok: A = {1;2;4;6},B = {1;6;7;8;9},C = {3;4;5;6;7}.
Az alaphalmaz: U = {1;2; ...; 9; 10}. Hatarozd meg a kivetkez6 halmazokat!

ANnC BAC A\B A CA(B\A) BUCAA AnNB BuUC

Megoldas:
El6szor készitstink Venn — diagramot:

Ezt kdvetden olvassuk le az egyes halmazmiiveletek eredményeit: amennyiben zarojel szerepel,
akkor azt hatarozzuk meg elsé 1épésben, egyébként balrol jobbra haladva hajtjuk végre a
miiveleteket. A tobb miiveletbdl allo kifejezésnél célszerii 1épésenként kiirni a részeredményt.

Ezek alapjan a miiveleteknek megfelel6 megoldasok:

ANnC ={4;6}

BAC ={1;3;4;5;8;9}

A\B = {2;4)

A ={3;5;7;8;9;10}

CA(B\A) — B\ A ={7;8;9} — CA(B\A) =1{3;4;5;8;9}
BUCAA — BucC ={1;3;4;5;6;7;8,9} — BUCAA={2;3;5;7;8;9}
ANnB ={7;8;9}

BuUC = {2;10}
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24. Add meg az A és B halmaz elemeit, ha tudjuk, hogy AN B ={1;2;3},
B =1{4;5;6;7}, BUA=1{1;2;3;4;5;8;9} és az alaphalmaz: U = {1;2; ...; 8; 9}!

Megoldas:
Elészor készitstink Venn - diagramot, s irjuk be az elemeket az dbra megfeleld részeibe.

A kitoltést beliilrdl kifele célszerti elkezdeni, vagyis elsd 1épésben a metszetet toltsiik ki.

\A/ \B/

Ezek alapjan a megoldasok: A = {1;2; 3;4; 5} és B = {1; 2;3; 8;9}.

25. Az M ={1;2;3;4;5;6} halmaz A, B és C részhalmazairél az alabbiakat tudjuk:
ANB={2};(AUB)NC=1{5;6};A\ C =1{2;3;4};C\ B = {1;5}. Hatarozd meg az
A, B és € halmazokat!

Megoldés:
Az adatokbdl a kovetkez6k adddnak:

ANB={2}¢é(AUuB)NC ={5;6} — aharom halmaznak nincs kdz0s eleme
ANB={2}é(AUB)NC =1{5;6} — a2elemeA—nakés B —nek, de C —nek nem
ANB ={2}¢éA\C ={2;3;4} — a3,4csak az A —nak eleme
C\B={1;5}¢és(AuB)NnC ={5;6} — az5eleme A —nak és C —nek, de B — nek nem
C\B={1;5}¢és(AuB)NnC ={5;6} — az1lcsakaC —nekeleme

C\B={1;5}és(AuB)NC ={5;6} — a6eleme B —nekés C —nek, de A —nak nem

Ezek alapjan a megoldasok: A = {2;3;4;5}; B = {2;6}; C = {1;5; 6}.
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26. Az A,B,C halmazokrol a Kkovetkeziket tudjuk: AUBUC ={1;2;...;10;11};
A\C={2;7AnB={2;11};( BN C)\A=1{3;4};(BUC)\A=1{1;3;4,5;6;8}.
Add meg az A, B,C halmazok elemeit, ha tudjuk, hogy a B halmaznak csak két
paratlan eleme van!

Megoldés:
Az adatokbol a kovetkezok adddnak:

A\C={2;7}¢ésANnB ={2;11} — a1l mind a harom halmaznak eleme
A\C={2;7}¢ésANB ={2;11} — a2eleme A—nakés B —nek, de C —nek nem
A\C={2;7}¢ésAnB ={2;11} — a7csakazA—nakeleme

(BNC)\A={3;4} — a3;4eleme B —nek és C —nek, de A — nak nem
(BUuC)\A=1{1;3;4;5;6;8} — az 1;5;6;8csak a B —nek, vagy a C — nek eleme
Mivel a B — ben mar van két paratlan, igy az 1; 5 csak a C — be keriilhet, mig a 6; 8 elemekrdl
nincs egyértelmii informécionk.

A fennmarado 9; 10 eleme A — nak és C — nek, de B — nek nem.

Ezek alapjan négy megoldas adodik:

A=1{2;7;9;10;11}; B = {2;3;4;11};C ={1;3;4;5;6;8;9;10; 11}

A=1{2;7;9;10;11}; B = {2;3;4;6; 11};C = {1;3;4;5;8;9;10; 11}

A=1{2;7;9;10;11}; B = {2;3;4;8; 11};C = {1;3;4;5;6;9;10; 11}

A=1{2;7;9;10;11}; B = {2;3;4;6;8;11};C = {1;3;4;5;9;10; 11}

27. Hatarozd meg az A és B halmazokat,ha AUB = {1;2;3;4;5};An B ¢ {3;4;5};
A\ B ={1;4}; 14| = |B|!

Megoldés:
Az adatokbdl a kovetkez6k adddnak:

A\ B ={1;4} — az 1,4 csak az A — nak eleme
A\ B ={1;4}ésANnB ¢ {3;4;5} — aZ2eleme A —nak és B —nek

ANB ¢ {3;4;5} és |A| = |B| — a3,5csak a B —nek eleme

Ezek alapjan a megoldasok: A = {1;2;4} és B = {2;3; 5}.
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28. Add meg halmazmiiveletekkel az abra besatirozott teriileteit!

Megoldas:
Egy - egy lehetséges megoldasok a kdvetkezok:

A\C ANnB)UAnNCO)UBNC)\ANBNC(C) (AuC)nB

29. Adott az A, B és C halmazok. Ird fel halmazmiiveleti jelek segitségével azon elemek
halmazat, amelyek legalabb az egyik halmaznak elemei, de ha elemei B — nek, akkor
nem elemei 4 — nak!

Megoldas:
Egy lehetséges megoldas a kovetkezé: (AU B U C) \ (AN B).

30. Legyen |A| = 8,|B| = 11. Mekkorak lehetnek az alabbi értékek?
|An B| |A v B| |A\ B| |B\ A|

Megoldas:
A miiveleteknek megfelelé megoldasok a kovetkezok:

Az |A N B| minimalis értéke 0, maximalis értéke 8.
Az |A U B| minimalis értéke 11, maximalis értéke 19.
Az |A\ B| minimalis értéke 0, maximalis értéke 8.

A |B \ A| minimalis értéke 3, maximalis értéke 11.

31. Bizonyitsd be, hogy A, B véges halmazok esetén: |[AAB| = |A| + |[B| —2 - |AN B|!

Megoldas:
Megfeleld atalakitasokkal eljuthatunk a kivant alakhoz:

JAAB| = |A\B|U|B\A|=|A]|—|ANB|+|B|—|AnB|=|A| +|B|—2-|AnB|.
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32. Tudjuk, hogy |U| =20, |[A|=8, |[B|=7, |C|=7, |AnBNnC|=2, |B\C|=A4,
|A\B| =5, |C\ A|] = 3, |An B| = 3. Hatarozd meg a kovetkezé halmazmiiveletek
elemszamat: |[A\ C|, [Bn C|, |C|!

Megoldés:

Az adatokbol a kovetkezOk adodnak (célszerii halmazabrat késziteni és 1épésenként kitdlteni):
JANBNC| =2 —  a harom halmaz metszetébe 2 elem kertil
[ANB|=3é|ANBNC|=2 —  csak az A és B metszetébe 1 elem keriil
|IB\ C| =4 —  csak a B halmazba 3 elem keriil

|B| =7 —  csak a B és C metszetébe 1 elem keriil

|[C\ Al =3 — csak a C halmazba 2 elem kertil

IC| =7 —  csak az A és C metszetébe 2 elem kertil
|A\B|=5 —  csak az A halmazba 3 elem kertil

|U| = 20 —  a harom halmazon kiviilre 6 elem kertil

A helyesen kitoltott Venn — diagramm:

Ezek alapjan a megoldasok: |[A\ C| =4,|BNC| =3, |E| =7.
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33. Hany elemiiek az A, B és C halmazok, ha|AUBUC| =10,|[AUB| =8,|A\ B| =3,
JAnB|=3,|JAnBNC|=2,|]ANnC|=3¢és|B\C| =27

Megoldés:

Az adatokbol a kovetkezOk adodnak (célszeri halmazabrat késziteni és 1épésenként kitdlteni):
[ANBNC| =2 —  a harom halmaz metszetébe 2 elem kertil
JANB|=3é|ANBNC|=2 —  csak az A és B metszetébe 1 elem kertil
[AnC|=3¢é|ANBNC|=2 —  csak az A és C metszetébe 1 elem keriil
|A\B| =3 —  csak az A halmazba 2 elem kertil

|[B\C| =2 — csak a B halmazba 1 elem keriil

[AUB| =8 —  csak a B és C metszetébe 1 elem kertil
[AUBUC| =10 — csak a C halmazba 2 elem kertil

A helyesen kitoltott Venn — diagramm:

Ezek alapjan a megoldasok: |A| = 6,|B| =5, |C| = 6.
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34. Az A,B és C halmazokrél tudjuk, hogy |A\B|=5,|B\C|=5,|C\A|=4,
JAnNBNC|=1,][AUB|=13,|JAUC| =12 és |C| = 7. Hatiarozd meg az A és B
halmazok elemszamat!

Megoldas:
Az adatokbol a kovetkezOk adodnak (célszerli halmazabrat késziteni és 1épésenként kitolteni):

JA\B|+|B\C|+|C\A|+]AnBnC|=|AUBuUC|=15

JAnNBNC|=1 —  a harom halmaz metszetébe 1 elem kertil
[AUBUC| =15¢és|AUB| =13 — csak a C halmazba 2 elem kertil
[AUBUC|=15¢és|AuC| =12 — csak a B halmazba 3 elem keriil
|[B\C|=5 —  csak az A és B metszetébe 2 elem kertiil
|[C\ Al =4 —  csak a B és C metszetébe 2 elem kertil
IC| =7 —  csak az A és C metszetébe 2 elem kertil
|A\B|=5 —  csak az A halmazba 3 elem kertil

A helyesen kitoltott Venn — diagramm:

Ezek alapjan a megoldasok: |A| = 8 és |B| = 8.
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Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

35. Legyen A,B és C olyan halmazok, melyekre AnNC=BnNnC é A\C=B\C.
Bizonyitsd be, hogy A = B!

Megoldés:
Legyen x € A. Ha x € C, akkor x e AN C =B N C miatt x € B is teljesiil. Amennyiben

x & C, akkor x e A\ C = B\ C miatt x € B is teljesiil. Ebbdl adddik, hogy x € A esetén
X € B is teljesiil, vagyis A € B. Mivel az A és B halmaz szerepe felcserélhetd, igy B € A IS
teljesiil. Ezek alapjan adodik a bizonyitando6 allitas: A = B.

36. Legyen A,B és C olyan halmazok, melyekre AUC=BUC és C\A=C\B.
Bizonyitsd be, hogy A = B!

Megoldas:
Legyen x € A. Mivel ACAUuC=BUC, igy ha x ¢ B, akkor x € C. Ekkor azonban

XEC\B és x ¢ C\A, ami x € C\ B = C\ A miatt ellentmondas. Ebb6l adodik, hogy
X € Aesetén x € B is teljesiil, vagyis A € B. Mivel az A és B halmaz szerepe felcserélhet6, igy
B C A is teljesiil. Ezek alapjan adodik a bizonyitand¢ allitas: A = B.

37. Hany olyan egész szam van 1 - t6l 300 - ig, amely oszthaté 4 — gyel, vagy 6 — tal?

Megoldas:
Alkalmazzuk a Szita — formulat a kovetkez6 két halmazra:

e A={1-1t61300—iga4— gyel oszthat6 egész szamok}

e B={1—-1t6l300—iga6— tal oszthatd egész szamok}

Hatarozzuk meg a két halmaz metszetét (4 és 6 legkisebb k6zos tobbszorosét):

e ANB={1—-1t6l300—igal2—vel oszthat6 egész szamok}

Ezt kovetden szamitsuk ki az adott halmazok szamossagat:
¢ |Al=22=75

e |B]=22=50

e |[ANnB=2=25
12
Ezek alapjan a megoldas: |AU B| = |A| + |B| —|ANn B| =75+ 50 — 25 = 100.
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38. Hany olyan 400 - nil nem nagyobb pozitiv egész szam van, amely nem oszthato
3-mal, 5 - tel és 7 - tel sem?

Megoldas:
El6szor szamoljuk ki, hogy mennyi olyan szam van 1 - t61 400 - ig, amely oszthaté 3 - mal,

5 - tel vagy 7 - tel, majd ezeket vonjuk ki az alaphalmaz elemeibdl.

Alkalmazzuk a Szita — formulat a kdovetkezé harom halmazra:
e A = {400 — nal nem nagyobb,3 — mal oszthato pozitiv egész szamok}
e B = {400 — nal nem nagyobb, 5 — tel oszthat6 pozitiv egész szamok}

e (C = {400 —ndl nem nagyobb,7 — tel oszthat6 pozitiv egész szamok}

Hatdrozzuk meg a hdrom halmaz metszeteit (a legkisebb kdzds tobbszordsoket):

e AN B = {400 — nal nem nagyobb, 15 — tel oszthat6 pozitiv egész szamok}

e BNC = {400 — nal nem nagyobb, 35 — tel oszthato pozitiv egész szamok}
e ANC = {400 —nal nem nagyobb,21 — gyel oszthat6 pozitiv egész szamok}

e ANBNC = {400 — nal nem nagyobb, 105 — tel oszthat6 pozitiv egész szamok}

Ezt kdvetden szamitsuk ki az adott halmazok szamossagat:

o U] =400
e |A|l = 43ﬂ = 133,3 —  ebben az esetben 133 darab 3 - mal oszthat6 szam van

e |B|=22=180
5

400

e |C|= — = 57,1 —  ebben az esetben 57 darab 7 - tel oszthatd szam van

e |[ANB|= % = 26,6 —  ebben az esetben 26 darab 15 - tel oszthatd szam van
e |[BNC|= % =11,4 —  ebben az esetben 11 darab 35 - tel oszthatd szam van
e [ANC|= % = 19,04 —  ebben az esetben 19 darab 21 - gyel oszthatd szam van
e [ANB NC|= % =3,8 — ebben az esetben 3 darab 105 -tel oszthatd szam van
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Ebbdl a kovetkez6 adodik:
[AuB UC|=|A|l+|B|+|C|-|ANB|-|BnNnC|-|ANnC|+|ANB NC|=

=133+80+57—-26—-11-19+3 =217

Ezek alapjan a megoldas: |U| \ |A UB U C| =400 — 217 = 183.

39. Az 1000 — nél nem nagyobb pozitiv egész szamok kozott hany olyan van, amelyik
a) a 2 és 3 koziil legalabb az egyikkel oszthato
b) a 2 és 3 koziil legfeljebb az egyikkel oszthato
) a 2 és 3 koziil pontosan az egyikkel oszthato
d) ha oszthato6 2 — vel, akkor oszthaté 3 — mal is
e) a 2 és 3 koziil ha oszthaté az egyikkel, akor oszthat6 a masikkal is?

Megoldas:
Tekintsiik a kovetkez6 két halmazt:

e A ={1000 — nél nem nagyobb, 2 — vel oszthat6 pozitiv egész szamok}

e B = {1000 — nél nem nagyobb,3 — mal oszthatd pozitiv egész szamok}

Hatarozzuk meg a két halmaz metszetét (2 és 3 legkisebb k6zos tobbszorosét):

e AN B = {1000 — nél nem nagyobb, 6 — tal oszthat6 pozitiv egész szamok}

Jeloljiik el a halmazabra tartomanyait a kovetkezOképpen:

Y, \B/

(d)
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Ezt kdvetden szamitsuk ki az adott halmazok szamossagat:

1000

|A| = T =500
|B| = % = 333,3 — ebben az esetben 333 darab 3 - mal oszthatd szdm van

|AnB| = 106£ = 166,6 — ebben az esetben 166 darab 6 - tal oszthato szdm van

Ebbél adédnak a halmazabra egyes tartomanyainak elemszamai:
(b) =166

(a) =500 — 166 = 334

(c) =333 —-166 = 167

(d) =1000 — 334 — 166 — 167 = 333
A megoldéasokat a megfeleld részek elemszamai adjak meg.

a) A feladatnak megfelel6 részek: (a), (b), (c).

Ezek alapjan a megoldas: (a) + (b) + (¢) = 334 + 166 + 167 = 667.

b) A feladatnak megfelel6 részek: (a), (¢), (d).

Ezek alapjan a megoldas: (a) + (¢) + (d) = 334 + 167 + 333 = 834.

) A feladatnak megfelel6 részek: (a), (¢).

Ezek alapjan a megoldas: (a) + (c) = 334 + 167 = 501.

d) A feladatnak megfelel6 részek: (b), (¢), (d).

Ezek alapjan a megoldas: (b) + (¢) + (d) = 166 + 167 + 333 = 666.

e) A feladatnak megfelel6 részek: (b), (d).

Ezek alapjan a megoldas: (b) + (d) = 166 + 333 = 499.
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40. Az 1000 — nél nem nagyobb pozitiv egész szamok kozott hany olyan van, amelyik
a) a 2,3,5 szamok koziil pontosan a 2 — vel oszthato

b) a 2,3, 5 szamok koziil pontosan kettével oszthato?

Megoldas:
Tekintsik a kovetkez6 harom halmazt:

e A ={1000 — nél nem nagyobb, 2 — vel oszthatd pozitiv egész szamok}
e B = {1000 — nél nem nagyobb,3 — mal oszthatd pozitiv egész szamok}

e C ={1000 — nél nem nagyobb,5 — tel oszthatd pozitiv egész szamok}

Hatdrozzuk meg a hdrom halmaz metszeteit (a legkisebb kdzos tobbszordsoket):

e AN B = {1000 — nél nem nagyobb, 6 — tal oszthatd pozitiv egész szamok}
e BN C = {1000 — nél nem nagyobb, 15 — tel oszthaté pozitiv egész szamok}
e ANC = {1000 — nél nem nagyobb, 10 — zel oszthat6 pozitiv egész szamok}

e ANBNC ={1000 — nél nem nagyobb, 30 — cal oszthat6 pozitiv egész szamok}

Jeloljiik el a halmazabra tartomanyait a kovetkezOképpen:
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Ezt kdvetden szamitsuk ki az adott halmazok szamossagat:

1000

e |Al =——=500

e |B|= 1009 — = 333,3 — ebben az esetben 333 darab 3 - mal oszthatd szam van
. |C|= 1000 _ — 200

e |[ANB|= @ = 166,6 — ebben az esethen 166 darab 6 - tal oszthatd szdm van

e |[BNC|= 2000 = 66,6 — ebben az esetben 66 darab 15 - tel oszthato szdm van

e [ANnCI=22=100

e [ANB NC|= m = 33,3 — ebben az esetben 33 darab 30 - cal oszthatd szam van

Ebbol adédnak a halmazabra egyes tartomanyainak elemszamai:
(e) =33

(b) =166 —33 =133

(d) =100 —-33 =67

(f) =66 —33 =33

(a) =500 —-133 - 67 —33 = 267

(¢) =333 -133-33-33 =134

(g) =200—-67—-33—-33 =67

(h) = 1000 — 267 — 133 — 134 — 67 — 33 — 33 — 67 = 266

A megoldéasokat a megfelel6 részek elemszamai adjak meg.

a) A feladatnak megfelel6 részek: (a).

Ezek alapjan a megoldas: (a) = 267.

b) A feladatnak megfeleld részek: (b), (d), (f).

Ezek alapjan a megoldas: (b) + (d) + (f) = 133 + 67 + 33 = 233,
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41. Hany olyan haromjegyii pozitiv egész szam van, amelyik
a) oszthato 3 — mal, vagy 4 — gyel, de nem oszthato 5 — tel?

b) oszthaté 3 — mal és 5 — tel, de nem oszthato 4 — gyel?

Megoldas:
Tekintsiuk a kovetkez6 harom halmazt:

e A = {3 —mal oszthatd haromjegy( pozitiv egész szamok}
e B = {4 — gyel oszthaté haromjegy( pozitiv egész szamok}

e C ={5—tel oszthatb haromjegy( pozitiv egész szamok}

Hatdrozzuk meg a hdrom halmaz metszeteit (a legkisebb kozds tobbszordsoket):
e ANB = {12 —vel oszthat6 haromjegy pozitiv egész szamok}

e BNC ={20 — szal oszthat6 haromjegy pozitiv egész szamok}

e ANC = {15 — tel oszthatd haromjegy( pozitiv egész szamok}

e ANBNC ={60—nal oszthatd haromjegy( pozitiv egész szamok}

Jeloljiik el a halmazabra tartomanyait a kovetkezOképpen:

A haromjegyli pozitiv egészek szama: 999 — 100 + 1 = 900.
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Ezt kdvetden szamitsuk ki az adott halmazok szamossagat:

o |41 =22=1300
3

900

e |B]=22=225

e [Cl=22=180

« [ANB|=22=75

e |B nC|=%=4S

o |4 nC|=%=60

e ANBNCI=2=15

60

Ebbdl adodnak a halmazabra egyes tartomanyainak elemszamai:
(e) =15

(b) =75-15=160

(d) =60 —15 =45

(f)=45-15=130

(a) =300 —-15-60—45 =180

(c) =225-15-60—-30 =120

(g) =180—-15—-45-30=90

(h) =900 —15—-60—45—-30—180 — 120 — 90 = 360

A megoldasokat a megfeleld részek elemszamai adjak meg.

a) A feladatnak megfelel6 részek: (a), (b), (¢).

Ezek alapjan a megoldas: (a) + (b) + (¢) = 180 + 60 + 120 = 360.

b) A feladatnak megfelel részek: (d).

Ezek alapjan a megoldas: (d) = 45.
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42. Egy osztaly 28 tanuléja koziil 8 — an felvételiznek matematikabol, 6 — an fizikabdl,
4 tanuléo matematikabol is és fizikabdl is. Hinyan nem felvételiznek egyik emlitett
targybol sem?

Megoldas:
Tekintsik a kovetkezo két halmazt:

A = {matematikabo6l felvételiz6k} B = {fizikabol felvételiz6k}

Készitslink Venn — diagramot az adatok segitségével (elsé 1épésben a metszetet toltsiik ki):

Y \BJ

Ezek alapjan a megoldas: 18.

43. Tudjuk, hogy egy 28 fos osztalyban nincs jelese 23 tanulonak fizikabdl és
21 tanulénak matematikabol. Hiny tanulonak van matematikabdl és fizikabol is jeles
osztalyzata, ha tudjuk, hogy matematikabdl vagy fizikabél 10 — en kaptak jelest?

Megoldés:
Tekintsiik a kovetkezo két halmazt:

A = {fizikabol jelese van} B = {matematikabo6l jelese van}

A szovegbdl a kovetkezd adatok adodnak: |U| = 28; |A| = 23;|B| = 21;|A U B| = 10.

|U| =28¢és|AUB| =10 — 18 didknak nincs jelese egyik targybol sem
|Z| =23 — 5 didknak csak matematikabol van jelese
|B| = 21 — 3 didknak csak fizikabol van jelese

|AUB| =10 — 2 diaknak mindkét targybol jelese van

Ezek alapjan a megoldas: 2.
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44, Egy 20 fés csoportban 14 — en beszélnek angolul, s 9 — en németiil. Hainyan beszélnek
mindkét nyelven, ha tudjuk, hogy a csoportban nincs olyan, aki ne beszélné legalabb
az egyik nyelvet?

Megoldas:
Tekintsik a kovetkezo két halmazt:

A = {angolul beszél6k} B = {németiil beszél6k}

A szovegbOl a kovetkez6 adatok adddnak: |U| = 20; |A| = 14; |B| = 9; |A U B| = 0.

|U| = 20¢és |A| = 14 — 6 diak csak a németet beszéli
|U| =20¢és|B| =9 — 11 diak csak az angolt beszéli
|U| = 20 — 3 diak mindkét nyelvet beszéli

Ezek alapjan a megoldas: 3.

45. Egy matematikaversenyen két feladatot tiiztek ki. Az elsé feladatot az indulok
70 % - a, a masodikat pedig az indulok 60 % - a oldotta meg. Minden indul6
megoldott legalabb egy feladatot, és 9 — en mindkét feladatot megoldottak. Hanyan
indultak a versenyen?

Megoldés:
Legyen az indulok szama: |U| = x. Tekintsiik a kovetkez6 két halmazt:

A = {els6 feladatot megoldok} B = {masodik feladatot megolddk}
A sz6vegbdl a kovetkez6 adatok adodnak: |A| = 0,7x; |B| = 0,6x;|A N B| = 6; |A U B| = 0.
|AnB|=|A|+|B|-|U=07x+06x—x=03x — 03x=9 — x =30

Ezek alapjan a megoldas: az osztalyba 30 — an jarnak és koziiliik 9 — en irtak kozepest.
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46. Egy osztaly tanuléinak az 50 % - a kozepesnél nem jobb, mig a g — része kozepesnél

nem rosszabb dolgozatot irt. Hinyan jarnak az osztalyba, ha a dolgozatirasnal senki
sem hidnyzott, és kozepesnél rosszabb dolgozatot 6 — an irtak? Mennyi volt a kozepes?

Megoldas:
Legyen az osztaly 1étszama: |U| = x. Tekintsiik a kovetkez6 két halmazt:

A = {kbzepesnél nem jobbak} B = {kb6zepesnél nem rosszabbak}

A szovegbOl a kovetkez6 adatok adddnak: |A| = 0,5x; |B| = 0,8x; |A\ B| = 6; |M| = 0.
|AnB|=|A|+|B|—|U|] =0,5x+0,8x —x = 0,3x
|A\B|=|A|-]AnB|=05x—-03x=02x — 02x =6 — x =30

Ezek alapjan a megoldas: az osztalyba 30 — an jarnak és koziilikk 9 — en irtak kdzepest.

47. Egy ornitolégus megfigyelte, hogy a teriiletén ¢él6 200 szarka 60 % - anak a farka
tarka, 70 % - anak hosszu a csére. A tarka farkia és hosszu csorii szarkak aranya az
osszes szarkahoz viszonyitva 40 %. Hany egyed van, amelyiknek rovid csoréhez
egyszini faroktollazat tartozik?

Megoldas:
Tekintsuk a kovetkezo két halmazt:

A = {tarka farku szarka} B = {hosszu csér szarka}
A szovegbdl a kovetkez6 adatok adodnak: |U| = 200; |A| = 120; |B| = 140;|A n B| = 80.

frjuk fel a logikai — szitat a két halmazra:

JAUB| = |A| +|B| — |ANB| =120 + 140 — 80 = 180.

Ezek alapjan a megoldas: |A U B| = 200 — 180 = 20.
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48. Egy gimnazium kémia — biolégia tagozatos osztilyaba 76 tanulé felvételizett. A
felvételizok koziil volt, aki csak a kémia, és volt, aki csak a bioldgia tagozatot jelolte
meg, de 29 — en mindkét tagozatra beadtak a jelentkezési lapjukat. Bizonyitsd be,
hogy a két tagozatra nem jelentkezhetett ugyanannyi diak!

Megoldas:
Legyen a két szakra kiilon — kiilon jelentkezOk szama: x. Tekintsiik a kdvetkezd két halmazt:

A = {kémiara jelentkez6k} B = {biolbgiara jelentkezOk}

A szovegbOl a kovetkez6 adatok adodnak: |[A U B| = 76;|A N B| = 29.

frjuk fel a logikai — szitat a két halmazra:

JAUB| = |A| + |B| —|ANB| = x + x — 29 = 2x — 29.

Ebbdl felirhatjuk a kovetkezd egyenletet: 2x — 29 = 76.

Mivel x = 52,5 nem felel meg a feladat szovegének, igy nem jelentkezhettek ugyanannyian.

49. Egy osztaly létszama 30. Az osztialyban harom nyelvet tanulnak, angolt, oroszt és
franciat, és minden diak legalabb egy nyelvet tanul. Angolul 14 —en tanulnak, oroszul
15 — en, francidul pedig 5 — en. Pontosan két nyelvet 6sszesen 6 didk tanul. Hanyan
tanuljak mindharom nyelvet?

Megoldas:
Legyen a mindhdrom nyelvet tanulok szama: x. Tekintsiik a kdvetkezd harom halmazt:

A = {angolt tanuldk} B = {oroszt tanuldk} C = {németet tanuldk}

frjuk fel a logikai — szitat a harom halmazra:
[AUBUC| =|A|+|Bl+|C|—|AnB|—-|AnC|—|BnC|+|AnBNC|=

=|A|+|B|+|C|—=[IANnB|+]|ANnC|+|BNnC|]+|AnBNC|

Ebbdl felirhatjuk a kovetkezd egyenletet: 14 + 15+ 5 — (6 + 3x) + x = 30.

Mivel x = —1 nem felel meg a feladat szovegének, igy nincs megoldas.
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50. Egy osztaly tanuloi 3 feladatbdl allé dolgozatot irtak matematikabol. Az elso feladatot
14 - en, a masodikat 13 — an, a harmadikat pedig 11 — en oldottak meg. 7 tanulé az
elso és masodik, 6 a masodik és harmadik, és 4 gyerek az els6 és harmadik példat is
megoldotta. Mindossze 4 diak tudta mindharom feladatot elkésziteni. Hanyan
vannak az osztalyban, ha mindenki legalabb egy feladatot megoldott?

Megoldas:
Tekintsik a kovetkezd harom halmazt:

A = {els6t megoldok} B = {méasodikat megoldok} C = {harmadikat megolddk}

Az adatokbol a kovetkezOk adodnak (célszerli halmazabrat késziteni és 1épésenként kitolteni):

[ANBNC|=4 —  a harom halmaz metszetébe 4 diak kertil
[ANB|=7é|ANBNC|=4 —  csak az A és B metszetébe 3 diak kertil
[BNC|=6¢é|ANBNC|=4 —  csak a B és C metszetébe 2 diak kertil
[ANC|=4¢é|ANBNC|=4 —  csak az A és C metszetébe nem keriil didk
Al = 14 —  csak az A halmazba 7 diak keriil

|B| =13 —  csak a B halmazba 4 didk keriil

IC] =11 —  csak a C halmazba 5 diak keril
|m| =0 —  a hdrom halmazon kiviilre nem kertil didk

A helyesen kitoltott Venn — diagramm:

Ezek alapjan a megoldas: |AUBUC|=7+34+4+0+44+2+5+0=25.
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51. A 35 fos 9.E. osztaly az osztalykiranduliason, amelyre mind a 35 tanul6 elment,
salatat rendelt vacsorara. A vacsora végén Kkideriilt, hogy haromfélét ettek:
gyiimolcssalatat, kukoricasalatat, tonhalsalatat, és mindenki rendelt valamilyet a
harom koziil. Kukoricasalatat 14 - en, gyiimolcssalatat 15 - en, tonhalsalatat 13 - an.
Egy diak rendelt mindharombdl. A kukoricasalatat rendelok koziil 11 - en nem
kértek gyiimolcssalatat. 9 olyan diak volt, aki sem kukoricas, sem gyiimolcssalatat
nem evett. A csak gyiimolcssalatak rendelék 1 - gyel tobben voltak, mint a csak
tonhalasat rendelok.

a) Hany olyan tanulé volt, aki tonhalas és gyiimdlcssalatat is rendelt?
b) Hany olyan tanulé volt, aki csak kukoricas salatat rendelt?

Megoldas:
Tekintsiik a kovetkez6 harom halmazt:

A = {kukoricasat kér6k} B = {gyimolcsoset kérék} C = {tonhalasat kérdk}

Jeloljiik el a halmazabra tartomanyait a kovetkezoképpen:

A feladat szovegének segitségével felirhatjuk a kovetkezoket:

(h)=0 (e)=1

(@) + (b) + (@) + (e) = 14 (@) + (d) = 11
(B)+ () +(e)+(f) =15 (@) =9
D+@)+()+(g =13 =@ +1
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Ezt kdvetden toltsiik ki 1épésrol 1épésre az abrat. A kitoltését beliilrdl kifele célszert elkezdeni,
vagyis eldszor a metszetet toltsiik ki. Miutan beirtunk néhény adatot az dbréba, Gjra atolvassuk
az eddig fel nem hasznalt informdaciokat, s igy a mar beirt adatok segitségével ujabb
tartomanyokat tudunk kitolteni.

A tartomanyok kitolthetok a kdvetkez6 sorrendben:

(c)=(@+1=9+1=10

(@) + () +(d)+(e) =14 — 11+ (b)+1=14 — (b) =2
(b)) + )+ )+ (f)=15 — 24+10+1+(f)=15 - (=2
d+E)+()+(@ =13 -  (d+1+2+4+9=13 -  (d)=1
(a) +(d) =11 — (@)+1=11 — (a) =10

A helyesen kitoltott Venn — diagramm:

Ezek alapjan a megoldasok:

a) (e) + (f) = 3, vagyis 3 olyan tanul6 volt, aki tonhalas és gyiimdlcssalatat is rendelt.

b) (a) = 10, vagyis 10 olyan tanul6 volt, aki csak kukoricas salatat rendelt.
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52. Egy 36 fobol allo csoporttal teszteltek harom terméket, legyenek ezek: A, B és C.

20 fonek tetszett az A és a C termék, 8-nak a B és a C termék. Csak az A, illetve csak
a B termék 2 — 2 tesztelonek felelt meg. Az A vagy a B terméket viszont 29 - en
tartottak jonak. A C termék szintén 29 embernek felelt meg. Mindharom termék

csupan 3 embernek tetszett.

a) Hany tesztelonek tetszett pontosan két termék?

b) Hozzajuk képest tobben vagy kevesebben voltak, akiknek csak egy termék volt j6?

C) Mennyien vannak azok, akiknek egyetlen termék sem volt megfelel6?

Megoldés:
Tekintsiik a kovetkezd harom halmazt:

A ={A—tjonak itél6k} B = {B —t jonak itélék} C ={C —t jonak itélok}

Jeloljiik el a halmazabra tartomanyait a kdvetkezéképpen:

A feladat szovegének segitségével felirhatjuk a kdvetkezdket:

(@) + (b) + (c) + (@) + () + () + (g) + (h) = 36 (c) =2

(d) + (e) = 20 (@) +((B) + () + () + (&) + (f) = 29
(e)+(f)=8 (@) +(e) +(f) +(9) =29

(a) =2 (e)=3
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Ezt kdvetden toltsiik ki 1€pésrol 1épésre az abrat. A kitoltését beliilrdl kifele célszerti elkezdenti,
vagyis eldszor a metszetet toltsiik ki. Miutan beirtunk néhdny adatot az dbréba, Gjra atolvassuk
az eddig fel nem hasznalt informaciokat, s igy a mar beirt adatok segitségével ujabb
tartomanyokat tudunk kitolteni.

A tartomanyok kitolthetok a kdvetkezd sorrendben:

(d) + (e) =20 - (d)+3=20 - (d)=17
(e)+(f)=8 —  3+(f)=8 —  (f)=5
@+@E+()+ @9 =29 —  17+3+5+(g9) =29 -  (g)=4
(@+ b))+ )+ @+ () + () =29 -  (B)=0
@+ +@+@+E@E@+()+ @+ () =36 - (=3

A helyesen kitoltott Venn — diagramm:

Ezek alapjan a megoldasok:

a) )+ )+ (f)=0+17 +5 = 22, vagyis 22 - en tartottak jonak pontosan két terméket.

b) (a) + (¢) + (g) = 2 + 2 + 4 = 8, vagyis kevesebben vannak, akiknek csak egy felelt meg.

c) (h) = 3, vagyis 3 - nak nem jo egyetlen termék sem.

30



Brosch Zoltan (Debreceni Egyetem Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnéaziuma)

53. Egy matematikai versenyen harom feladatot tiiztek ki. A 184 versenyzé koziil
mindenki megoldott legalabb egy feladatot. Az elsé példat 90, a masodikat 80, a
harmadikat 50 indulé oldotta meg helyesen, pontosan két jo feladatmegoldasa
32 diaknak volt.

a) Hany olyan versenyzé volt, aki az elsé feladatot nem oldotta meg?
b) Hany olyan versenyzé volt, aki mindharom feladatot megoldotta?
¢) Ha azt is tudjuk, hogy 60 olyan diak volt, aki csak az elsd, és 50 olyan diak volt,

aki csak a masodik feladatot oldotta meg, akkor hanyan voltak azok, akik csak a
harmadik feladatott oldottak meg?

Megoldas:
Tekintsiik a kovetkez6 harom halmazt:

A = {els6t megoldok} B = {masodikat megoldok} C = {harmadikat megolddk}

Jeloljiik el a halmazabra tartomanyait a kovetkezoképpen:

A feladat szovegének segitségével felirhatjuk a kdvetkezdket:
@+ B+ @+ @+ + )+ @+ () =184 (b) + (c) +(e) + (f) = 80
(h) =0 (@) +(e)+(f) +(g) =50

(@+®B)+ )+ @) =90 b))+ @+ () =32

Mivel nem tudjuk az egyes részeket biztosan kitolteni, ezért beliilrdl kifelé haladva legyen az
(5) = x. Ekkor még mindig nem tudunk wjabb tartomanyt kitolteni, igy legyen (2) = y, s mivel
igy is kevés az adat, ezért legyen (4) = z. Ezutan mar a megadott informaciokkal ki tudjuk
tolteni az liresen maradt tartomanyokat.
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A tartomanyok kit6lthetok a kdvetkezd sorrendben:

(b) + (d) + (e) =32 — (e)=32—-y—z
(a)+ (b) +(d) + (e) =90 - (@=90-x—-y—z
(b) + (c) + (e) + (f) =80 — ()=48—-x+z
(@) +(e) +(f) + (g) =50 - (@=18-x+y

@+b)+@+@+E@+(H)+(@+Mh)=184 — x=2 — (e)=2

Ezt kovetden a ¢ kérdés segitségével tudjuk a kovetkezoket is: (a) = 60 és (¢) = 50.
Ezeket vessiik 6ssze az el6zokkel:

50=48+2z-2 — z=4 — d)=4
60=90—-2—-y—4 — y =24 — (b) =24
(f)=32-24—4=4

(g) =18 —2 + 24 =40

A helyesen kitoltott Venn — diagramm:

Ezek alapjan a megoldasok:

a) Mivel az elsé feladatot 90 - en oldottak meg €s Gsszesen 184 didk versenyzett, igy 94 diak
nem oldotta meg az elsé feladatot.

b) (e) = 2, vagyis mindharom feladatot 2 versenyz6 oldotta meg.
c) (g) = 40, vagyis csak a harmadik feladatot 40 diak oldotta meg.
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54. Hatarozd megaz A x B,aC x B ésaC x C halmazokat,haA = {0;1;2}, B = {1;4; 5}
és C = {2;7}' Mennyi elemevanaz A x A,a B x A és az A x C halmazoknak?

Megoldas:
A halmazok Descartes — szorzatai a kovetkez6 elemparokbdl allnak:

A x B =1{(0;1),(0;4),(0;5),(1;1),(1;4),(1;5),(2;1),(2;4),(2;5)}
CxB={(21),(2;4),(2;5),(7;1),(7;4),(7;5)}

CxC={(22),027),7:,2),(7;7)}

Az|AxAl=3-3=9,alBxA|=3-3=9¢éaz]|dxC|=3-2=6.

55. Legyen az R xR halmazon értelmezve a Kkovetkez6 ponthalmaz:
P = {origé kozéppont\, 5 sugari zart korlap}. Hany elemi a PN (Z x Z)
halmaz? Mennyi az eleme, ha a korlap nyilt?

Megoldas:
Abrazoljuk derékszogii koordinata — rendszerben a P halmazt:

A Z x 7Z halmaznak azok a pontok felelnek meg, amelyeknek mindkét koordinataja egész szam.

Ezek alapjan a megoldas: zart korlap esetén 81, nyilt kérlapnal pedig 69.
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56. Abrazold szimegyenesen a kovetkezé szamhalmazokat!
A={x|-5<x<3;x€Z} B={2x+3|-2<x<1;,x€Z}
C={3x—2|-1<x<2,x€eR} D = {x|2 > |x|;x € R}

Igaz — e, hogy a B \ A halmaz elemeinek a szama véges?

Megoldas:
Az x — ek helyére helyettesitsiink az adott feltételeknek megfeleld szamokat:

Ezek alapjan a megoldas: B \ A = {5}, vagyis az elemek szama véges.

57. Tekintsiik a kovetkezé intervallumokat: A = [1;3[, B =]-1;2], C = [0; +oo],
D = |—o0; 4[. Hatarozd meg a kovetkezé intervallumokat: CU D, A\ C,D \ C, B n C!

Megoldas:
Elészor abrazoljuk szdmegyenesen az intervallumokat.
= o
®
C
o 5 ®
e——0O
A
2 -1 0 1 2 3 4 5

Az 4bran a teli karika jeldli az intervallum zart részét és az tires karika a nyilt részét.
Ezek alapjan a megoldasok:

CUD = ]—o0; +oof A\C=0 D\ C =]—o;0[ BncC =]0;2]
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58. Abrazold derékszogii koordinata — rendszerben azon pontok halmazat, amelyek
a) az x — tengelytdl nagyobb, mint 3 egység tavolsagra vannak!
b) az y — tengelytol legfeljebb 4 egység tavolsagra vannak!
c) aP (3;0) ponttol kisebb, mint 2 egység tavolsagra vannak!
d) aQ (5;0) ponttol legalabb 1 egység tavolsagra vannak!
e) aP (3;0) ponthoz kozelebb vannak, mint a Q (5; 0) ponthoz!
f) az x és y tengelytdl is egyenlé tavolsagra vannak!

Megoldas:
Az é4brazoldsok soran amennyiben a hatdrold vonal beletartozik a ponthalmazba, akkor azt

folyamatos vonallal jel6ljiik, ha pedig nem része a ponthalmaznak, akkor szaggatott vonallal.

Ezek alapjan a megoldasok:

; LLLLLLLL,

I
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U
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59. Abrazold az el6z6 feladat a) és b) részében szereplé ponthalmaz metszetét!

Megoldas:

60. Adottak az I,, = ]0;n] intervallumok, ahol n = 1,2,3, ... Taldlhaté — e Kkozottiik
halmaz - részhalmaz parok? Ird fel intervallummal az I, NI, N I3 N ..., illetve az
I, UlI, U I3V ... halmazt!

Megoldas:
Minden nagyobb indexii intervallumnak részhalmaza egy kisebb indexii: I, € I,, (x < y).

Ezek alapjan a megoldasok: I, NI, NIz N ... =]0;1]ésI; UL, U I3 U ... = ]0; +ool.
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61. AdottakazlI, = [—%; 0[ ésJ, = {xlO <x< %} halmazok (n = 1,2, ...). Van—eolyan
pontja a szamegyenesnek, amely minden I,,, illetve J,, halmaznak eleme?

Megoldas:
frjuk fel a J,, halmazokat intervallum jel6léssel: J,, = [0; %[

Abréazoljuk szamegyenesen az I,,, illetve J,, halmazokat:

O (2
IJ J3
*—oO *—o
1, 4
o— o—b0

Ezek alapjan a megoldas: az I,, halmazoknak nincs k6z0s eleme, mig a J,, intervallumoknak
egyetlen kozos eleme a 0.

62. Bizonyitsd be, hogy pontosan annyi paros szim van, mint természetes szam!

Megoldas:
Rendeljiik hozz4 minden természetes szdmhoz a kétszeresét: x — 2x. Igy egy kolcsondsen

egyértelmii megfeleltetést hoztunk 1étre a halmazok kozott, vagyis a szamossaguk megegyezik.

63. Adott egy szilloda, melyben végtelen sok szoba talilhaté (a szamozasuk 1 — t6l
kezd6dik). A hét egyik napjan a szallodaban telthaz van. A recepcidos a
hangosbemondon keresztiil mire kérje a mar megszallt vendégeket, ha
a) érkezik még egy 4 fos tarsasag?

b) érkezik egy végtelen sok iiléssel rendelkez6, megtelt busz?

c) érkezik még végtelen sok végtelen iiléssel rendelkez6, megtelt busz?

d) éjszaka érkeznek még véges sokan (elére nmem tudjak mennyien), s 6k
mindenképpen egymas mellett szeretnének lakni?

Megoldas:
Minden szituacidban el lehet szalldsolni az ujonnan érkezdket a kovetkezdképpen:
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a) Meg kell kérni a korabban elszallasolt vendégeket, hogy koltozzenek at a jelenlegi
szobaszamuknal 4 - gyel nagyobb szamu szobakba. Ekkor az els6 4 iliresen maradat szobaba
elfoglalhatjak helyiiket a tarsasag tagjai.

b) Meg kell kérni a korabban elszallasolt vendégeket, hogy koltozzenek at a jelenlegi
szobaszamuknak dupldjat visel6 szobakba. Ekkor a paratlan sorszamu szobak iiresen
maradnak, s az érkez6 busz utasai a kovetkez6 szabaly szerint foglalhatjak el helyiiket: az
elso iilésen 1il6 az 1 — es szobaba, a masodik {ilésen {il6 a 3 — as szobaba, és igy tovabb.

c) Meg kell kérni a korabban elszallasolt vendégeket, hogy koltozzenek at a jelenlegi
szobaszamuknak dupldjat visel6 szobakba. Ekkor a paratlan sorszami szobak iiresen
maradnak, s az érkez6 busz utasai a kdvetkez6 szabaly szerint foglalhatjak el helyiiket: az
elsd busz utasai a 3™ szamu szobdkba, a masodik busz utasai az 5" szam( szobakba, a
harmadik busz utasai a 7" szamu szobakba, a negyedik busz utasai a 11" szamu szobakba,
¢s igy tovabb: az i — edik busz utasai a p;" szamu szobakba, ahol p; az i + 1 —edik primszam,
n pedig a busz lilésének szdma. Mivel a kiilonb6z6 paratlan primszdmok hatvanyai mindig
kiilonb6z6 paratlan szamok, igy nem lesz iitk6zés a most érkezd vendégek kozott sem, sot
még maradnak iires szobak is.

d) Meg kell kérni a korabban elszallasolt vendégeket, hogy koltozzenek at abba a szobaba,
amelynek szamat 2 hatvanyaként kapjak tigy, hogy a kitevd a jelenlegi szobajuknak a szdma
(az n — edik szobaban lako kolt6zzon at a 2™ sorszamu szobaba). Mivel a 2 hatvanyai kozott
tetszOlegesen nagy hézagok talalhatdak, igy konnyen elfoglalhatjak helyiiket egymas mellett
az éjszaka érkezok. (Egy masik megoldas lehet az is, hogy az n — edik szobaban laké
atkoltozik az n — edik primszadm sorszamu szobaba.)

39



