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FONTOSABB JELOLESEK

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(A; e) vagy Ae
vagy Ae

Az A és B pont tdvolsdga: AB vagy AB vagy d(A; B)
Az A és B pont 6sszekotd egyenese: e(A; B)
Az f, és f, egyenesek szoge: < (f; f2) vagy (fi; ) &

A B csticspont( szog, melynek egyik szaran az A,
mésik szaran a C pont talalhat6: ABC<X

A C csticspontl szog: C
Szog jeldlése: @, 5,7, ...

Az A, B és C cstcsokkal rendelkezé haromszog:
ABCA

Az ABCA teriilete: T(ABC) vagy T,

BC
Az a, b és c oldalti hdromszog fél kertilete:

_a+b+c

s 2

A derékszog jele: b

Az e egyenes meréleges az f egyenesre: e L f
Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e | f
Egybevagosag: =; ABCa = A'B'C

A hasonlésag aranya: A

Az A pontbél a B pontba mutaté vektor: AB

A v vektor: v vagy v vagy v

Egyenld, nem egyenlé: =, #;, a=2, b#5
Azonosan egyenlé: =; a+b=5

Kozelitéleg egyenlé: ~; a=~2,3; 854=385
Kisebb, kisebb vagy egyenlé: <, <; 2 <3, 5=<x

Nagyobb, nagyobb vagy egyenlé: >, =; 6 > 4,
az=?2

A természetes szamok halmaza: N; {0; 1; 2; ...}

Az egész szamok halmaza: Z
{...;=2;-1;0;1; 2; ...}

A pozitiv, a negativ egész szamok halmaza:
Zy, 7= {1;2;3;...}, {-1, -2;-3;...}

A raciondlis, az irraciondlis szamok halmaza: Q, Q*
A pozitiv, a negativ raciondlis szamok halmaza: Q*, Q-
A valés szamok halmaza: R

A pozitiv, a negativ valés szamok halmaza: R*, R-
Eleme, nem eleme a halmaznak: €, ¢; 5N, -2 & Z*

Részhalmaz, valédi részhalmaz: €, c; ACR, NCQ
Nem részhalmaza a halmaznak: C; Z ¢ Q*
Halmazok uniéja, metszete: U, N; AUB, ANB
Halmazok kialonbsége: \; A\B

Ures halmaz: @, {}

Az A halmaz komplementere: A

Az A halmaz elemszéma: [ Al; |{0;1;2}|=3
Zart intervallum: [a; b]

Balrol zart, jobbroél nyilt intervallum: [a; b[

Balrél nyilt, jobbrél zart intervallum: Ja; b]

Nyilt intervallum: Ja; bl

Az x sz&m abszoldt értéke: | x|;  |-3,1| = 3,1

Az x szam egész része, tort része: [x], {x}; [2,3] = 2,
{23} =03

Az a oszt6ja b-nek, b tobbszorose a-nak: a|b; 2|8
Az a és b legnagyobb kozos osztdja: (a, b); (4, 6) = 2

Az a és b legkisebb kozos tobbszorose: [a, b];
[4,6] =12

Az f figgvény hozzérendelési szabélya:
fr x—f(x); f: x—2x+3
f) =y; f(x)=2x+3

Az f fliggvény helyettesitési értéke az x, helyen:
f(xo); f(5), haxo=5



l. HALMAZOK,
KOMBINATORIKA

1. VEGYES KOMBINATORIKAI FELADATOK

Adott 9 kulsére egyforma érme. Az érmék koziil az egyik hamis, tomege konnyebb a tobbinél.

Rendelkezésiinkre all egy kétkar mérleg, mellyel 6sszehasonlitasokat tudunk végezni.

K2 a) Legkevesebb hany mérésbdl lehet biztosan megtalalni a hamis érmét?

E1 b) Legkevesebb hany mérésre van sziikség akkor, ha a hamis érme témegérdl csak azt tud-
juk, hogy eltér a tobbiétél? (Tehat nem ismert, hogy konnyebb vagy nehezebb, mint a
tobbi.)

Megoldas

Sorszamozzuk az érméket 1, 2, 3, ..., 9-cel.

a) Barmelyik érme konnyebb lehet a tobbinél, igy a hamis érmére kezdetben 9 lehetdség ado-
dik. Egy mérésnek haromféle kimenetele lehet (a mérleg balra vagy jobbra billen ki, illetve
egyensllyban marad), igy 1 méréssel legfeljebb 3, 2 méréssel legfeljebb 3 - 3 = 9 lehetdséget
tudunk megkulonboztetni. Vagyis 2 mérésre biztosan sziikség van.

Ha 3 érme kozott egy konnyebb van, akkor ezt egyetlen méréssel meg tudjuk hatérozni.
Ugyanis feltesziink egy-egy érmét a mérlegre. Ha ez kibillen, megtudjuk, melyik érme a kony-
nyebb; mig ha egyensilyban marad, a mérlegre fel nem tett harmadik érme a hamis.

Igy célszerd harom darab harmas csoportra osztani az érméket (ez az Gn. harmadold-
sos technika), s az els6 mérésként két csoportot 6sszehasonlitani. Ha az {1; 2; 3} és
{4; 5; 6} érmék dsszehasonlitasakor a mérleg kibillen jobbra (ezt a tovabbiakban igy jeloljik:
{1; 2; 3} < {4; 5; 6}), akkor a konnyebb érme az {1, 2, 3} kozott taldlhaté. Ha balra billen,
akkor a {4, 5, 6} kozott van; mig ha egyensulyban marad, akkor a {7; 8; 9} koz6tt. Most mar
csak harom érme kozul kell kivalasztani az egy konnyebbet, s ehhez elég egy tovabbi mérés,
mint fentebb lattuk.

b) Kezdetben 18 eset lehetséges (minden érme kétféle lehet, konnyebb vagy nehezebb, mint a
tobbi), 3 méréssel 3° = 27 lehet6séget tudunk megkiilonboztetni. Elvileg 3 mérés elegendd.
Az elsé mérést gy kell megtervezni, hogy a kovetkezd két méréssel legfeljebb 9 eset szétva-
lasztasat végezziik el.

Ha az elsé méréskor 2-2 érmét hasonlitunk 6ssze, akkor egyensiily esetén a maradék
5 érme lehet konnyebb vagy nehezebb, mint a tobbi. Ez 10 eset, 2 mérés a befejezéshez &l-
talaban nem elegendé.

Ha az elsé méréskor 3-3 érmét hasonlitunk 6ssze, akkor egyensily esetén a maradék
3 érme lehet kénnyebb vagy nehezebb, mint a t6bbi. Ez 6 eset, 2 tovdbbi mérés elegendd
lehet. Ha pedig a mérleg kibillen, akkor szintén 6 esetet kell tovabb vizsgdlni (a 3 érme mind-
egyike lehet kdnnyebb vagy nehezebb, mint a tobbi).

Ha az elsé méréskor 4-4 érmét hasonlitunk 6ssze, akkor egyenslly esetén 2 eset marad,
ha a mérleg kibillen, akkor pedig 8. Elvileg 2 méréssel befejezhetjiik az eljarast, de kényel-
mesebb a 3-3 kezdémérés, mert ekkor kevesebb eset megkiilonboztetésére van szlikség.

Legyen az (1) kezdémérés {1; 2; 3} és {4; 5; 6} Osszehasonlitasa.

Ha (1): {1; 2; 3 } < {4; 5; 6}, akkor a 6 lehetséges eset: 1, 2, 3 konnyebb vagy 4, 5, 6
nehezebb. Alkalmazzuk az Gn. dtpakoldsi technikat, legyen (2): {1; 5} és {2; 4} 6sszehason-
litésa. (1, 4 helyben maradt; 2, 5 étkerlt; 3, 6 lekertlt a mérlegrél.) Ha most

(2a): {1; 5} < {2; 4}, akkor 1 kdnnyebb, vagy 4 nehezebb;

(2b): {1; 5} > {2; 4}, akkor 2 kénnyebb, vagy 5 nehezebb;
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(20): {1; 5} = {2; 4}, akkor 3 konnyebb, vagy 6 nehezebb.
Mindharom esetben elég egyetlen tovabbi mérés.

Ha (1): {1; 2; 3} > {4; 5, 6}, akkor a szimmetrikus helyzet az el6z6h6z hasonléan targyalhato.

Ha pedig (1): {1; 2; 3} = {4; 5, 6}, akkor 7, 8, 9 valamelyike lehet kdnnyebb vagy nehezebb, mint
a tobbi érme. Egy lehetséges folytatds példaul (2): 7 és 8 dsszehasonlitésa. Ez a mérés harmadolja az ese-
teket; egy tovabbi mérés elegendé.

Megjegyzés: Elég nagy szabadsagi fokkal dolgoztunk. Az ,igazi” kérdés 9 helyett 13 érme vizsgalata.
Ekkor a 26 lehetdség elvileg 3 méréssel szétvdlaszthat6; kérdés, hogy ez technikailag megoldhaté-e.

Anna és Béla barkochba jatékukat kissé médositjak. Anna gondol egy 16-nal nem nagyobb pozitiv egész
szamra, Béla pedig a lehetd legkevesebb eldontendd kérdéssel megprébilja a szamot kitalalni. (,Rékér-
deznie” mar nem kell.) Most azonban Béla csak el6re rogzitett kérdéseket tehet fel, az egyes véalaszok ered-
ményétdl fliggetleniil. Azaz példaul leir egy papirra néhdny kérdést, majd Anna ezekre sorban valaszol, s a
valaszok meghallgatasa utan kell Bélanak kitalalnia a gondolt szamot. Legkevesebb hany kérdésre van sziik-
sége ehhez?

Megoldas

Ha Béla a klasszikus feladatban ,A gondolt szam nagyobb, mint 82” elsé kérdésre ,nem” vélaszt kapott,
akkor az 5, 6, 7, 8 szamokkal folytatta a kérdezést; mig ha az elsé kérdésre a vélasz ,igen” volt, akkor a 13,
14,15, 16 szamokkal. De a két kérdés akdr éssze is kombindlhatd, vagyis egyszerre felteheté az 5, 6, 7, 8,
13, 14, 15, 16 kérdéssel. Az aldbbi tdblazat mutatja, hogy ezt az 6tletet a tovabbi kérdésekre alkalmazva 4
kérdés most is elegendé.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15 | 16
(1) X X X X X X X X
(2) X X X X X X X X
(3) X X X X X X X X
(4) X X X X X X X X

A kérdéseket (1)—(4) jeloli. Minden kérdéssel az 1-16 szamok egy részhalmazéra kérdeziink ra; az egyes
kérdéseknél x jelet irtunk annak a szamnak az oszlopdba, amelyik az éppen kérdezett halmazba tartozik.

Példaul ha egy konkrét jatékban Béla a négy kérdésére rendre az ,igen, nem, igen, nem” vélaszokat
kapta, akkor a gondolt szam az (1) és (3) részhalmazokban taldlhaté; ez a szam pediga 11.

Tekintstik a kovetkezd 5% 5-6s méret(i szamtablazatot! ol 1121314
Vélasszunk ki minden sorbél és minden oszlopbdl egy-egy szamot (6sszesen 6t6t) [ 5 [ 6 | 7 | 8 | 9
agy, hogy a szamok 6sszege a lehetd 1011 [12][13]14
a) legkisebb; 151617 [ 18] 19
b) legnagyobb 20|21] 22| 23] 24
legyen!

Megoldas

A kivalasztott szamok 6sszege mindig ugyanannyi.

Els6 bizonyitas: Az egyes sorokban, illetve oszlopokban 1évé szomszédos szamok kiilonb-
sége megegyezik. Ezért ha az dbra szerinti A és B mezdk szerepelnek egy kivalasztasban, akkor

A" helyettiik az A" és B’ mez6ket is valaszthatjuk.

A+ B = A"+ B’, az 6t szdam 6sszege nem véltozott. Hasonlé mozgatasokkal pedig barme-

B/

lyik szamotosbdl barmelyikbe eljuthatunk.
B 024|638

10112 (14|16 |18

Masodik bizonyitas: Szorozzunk meg minden szamot 2-vel! 20(22|24|26/|28

' A kivélasz/tott szi’imt')tés,t')k nggységr/endi viszop/yai, nem vdltoztak. Most barme- [55135134 (36 | 38
lyik 6t lehetséges szamot valasztjuk, a tizesek helyiértékén 1, 2, 3, 4; az egyesek he-
lyiértékén pedig 0, 2, 4, 6, 8 fog szerepelni. A szamok 6sszege tehat &llandé. 4042|4446 |48
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Harmadik bizonyitas: A szamokat irjuk fel 5-6s szdmrendszerbeli alakjukban! ol11213]4
Most is igaz, hogy az 6t szdm kivdlasztdsakor mind a két helyiértéken mind az 6t

szamjegy szerepelni fog. T0]11]12]13 )14

20211222324

30131(32|33|34

40(41(42|43 |44

Mivel egyenlé az 1, 2, ..., 1000 szamok szdmjegyeinek tsszege?
Megoldas

A pérbaéllitas médszerét alkalmazzuk. 1 4+ 998 = 999; 2 + 997 = 999, ..., 499 + 500 = 999.
A szamok Osszeaddsakor nincs atvitel, igy a szamparok szamjegyeinek ¢sszege mindig 27. A tel-
jes Osszeg 499 - 27 + 27 + 1 =13 501.

A bergengéciai Sarkanynak 77 feje van, a Kiralyfinak pedig olyan Varazskardja, amellyel egy csa-
pasra 7, 9 vagy 13 fejét tudja levagni a Sarkanynak. Igen dm, de az els6 esetben a Sarkanynak
13 4j feje n6 ki, a méasodikban 18, a harmadik esetben pedig 10. Ha a Sarkany &sszes feje le-
hullott, nem né ki tobb. Le tudja-e gy6zni a Kiralyfi a Sarkanyt?

Megoldas

A fejek szamanak valtozdsa vagasonként +6, +9, —3. Lathat6, hogy a Sarkany fejei szamanak
3-as maradéka dllandé. Kezdetben 2 volt a maradék, s ez az egész kiizdelem alatt megmarad.
A Kiralyfi akkor tudna legy6zni a Sarkanyt, ha annak az utols6 vagas el6tt 7, 9 vagy 13 feje lenne;
ezek a szdmok azonban 3-mal osztva rendre 1, 0, 1 maradékot adnak. A Kirélyfi nem gyézhet.

Két kupacban érmék vannak, az egyikben 6, a masikban 7 darab. Anna és Béla felvdltva vehet
el valamelyik (de csak az egyik) kupachdl tetszéleges szamu, de legaldbb 1 érmét. Az a jatékos
nyer, aki az utols6 érmét elveszi.

a) Hogyan jatsszon Anna?

b) Hogyan jatsszon Anna, ha kezdéskor harom kupacban rendre 1, 2, 3 érme van?

Megoldas

a) Annanak szimmetrikus llasokra kell torekednie. A szimmetriat Béla sajat |épésével elrontja,
Anna pedig ismét eléallitja. A végallapot szimmetrikus (0, 0), igy Anna nyer.
b) Béla allithatja el6 a szimmetriat, neki van nyerd stratégiaja.
Ha Anna valamelyik kupacot megsziinteti, Béla a masik kett6t szimmetrikusra éllitja. Barmi-
lyen mas lépésével Anna két szimmetrikus kupacot hoz létre, ezért Bélanak elég elvennie a har-
madik kupacot.

A 8 8-as sakktabla bal alsé sarkdban egy béstya all. Bejarhat6-e a sakktabla (bastyalépésekkel) tgy,
hogy a bastya minden mez6t pontosan egyszer érint, s a jobb felsé sarokban ér véget az tja?

Megoldas

Lépései sordn a bdstya felvaltva érint fekete és fehér mezéket. Tegyiik fel, hogy a bal alsé6 mez6
fekete. Mivel fekete mezérdl indul a bastya, és 63 mezdn kell 4thaladnia, ezért Gtja csak fehér
mezdén végzédhet. A jobb felsé sarok fekete, igy a bejards nem lehetséges.

Egy 3x3x3-as kockét az oldallapokkal parhuzamos sikokkal 27 darab egybevagé kis kockara
vagtunk. Elvehetjiik-e ezeket a kis kockakat sorban egymas utan gy, hogy mindegyik elvett kocka
az elézével lapszomszédos, s a ,hamozas” végén a kozépsé kis kocka megmarad?

Megoldas

A hamozas nem valésithaté meg. A kis kockakat ,sakktablaszerlien” feketére és fehérre szinez-
ziik Ggy, hogy példaul a sarokkockak feketék legyenek. Ekkor 14 darab fekete és 12 darab fehér
kockabol dll a burok; a hdmozas soran pedig felvaltva vesziink el fekete és fehér kis kockakat.
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I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

Az x = 123 456 789 876 544 szam 15 jegy(, és 56 pozitiv osztdja van. Szorozzuk 6ssze ezeket az 0szt6-
kat; mit kapunk eredményiil?

Megoldas
X
d

bonthatjuk fel, melyek szorzata paronként x-et ad. Ezért az eredmény: x?%.

Ha d egy osztéja x-nek, akkor d = X egy térsoszt6, és d - d = x. gy az 56 pozitiv oszt6t 28 olyan osztépdrra

2. A SKATULYA-ELV

35 ember egyiittes életkora 525 év. Igaz-e, hogy kivélaszthat6 koziiliik 20 ember Ggy, hogy életkoruk 6sz-
szege legalabb 300 év legyen?

Megoldas

Az emberek tlagéletkora 532—55 = 15 év. Ha az 6sszes ember 15 éves, akkor barmelyik 20 kivalasztasa meg-

felel6. Ha pedig az emberek kozétt van 15 évnél fiatalabb, akkor van idésebb is, igy a 20 legid6sebb ember
életkoranak osszege tobb, mint 300 év.

Egy szabdlyos hdromszog alaki céltabla oldala T méter. A céltablat 10 |6vés érte. Igazoljuk, hogy van két
olyan talalat, amelyek 34 cm-nél kozelebb vannak egymashoz!

Megoldas

A szabdlyos haromszoget az abran lathaté médon 9 egybevagd, sza-
balyos részharomszogre bontjuk fel.

A skatulya-elv miatt van olyan részharomszog, amelyben van
2 lovés. Mivel egy kis haromszog oldala 34 cm-nél kisebb, ezen két
[6vés tavolsaga is kisebb, mint 34 cm.

Adott 9 altaldnos helyzet( pont a sikon. (A pontok kozil semelyik harom nincs egy egyenesen.) Két egye-
nest hizunk Ggy, hogy ezek a 9 pont egyikén sem mennek at. Tekintstik azokat a haromszogeket, amelyek
csticsait az adott pontok kozil véalasztjuk ki. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is hiztuk a két egyenest, min-
dig lesz olyan hdromszog, amelynek oldalait egyik egyenes sem metszi!

Megoldas

A két egyenes a sikot legfeljebb négy tartoményra osztja. A skatulya-elv miatt lesz olyan tartomany, amelybe
(legalabb) 3 pont kertl, s ennek a haromszognek az egyenesek nem metszik az oldalait.

Az1,2, ..., 7szamok egy sorrendje a,, a,, ..., a,. Igazoljuk, hogy az S = (a, — 1)@, - 2) ... (a, — 7) szorzat paros!
Megoldas

Tegyiik fel, hogy a szorzat — és igy minden tényezd — pdratlan. Az 1., 3., 5. és 7. tényezében a,, a,, a, és

a_-nek parosnak kellene lennie, de csak harom péros szam van.

a
b
lehet a periodus? (a, b pozitiv egész szamok)

A tovabb mar nem egyszer(isithet6 - alakd racionalis szam tizedestort-alakjdban legfeljebb milyen hosszi
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Megoldas

Az % osztds elvégzésekor vagy valamikor fellép a 0 maradék (ekkor a tizedestort véges lesz), vagy

az osztasi maradékok rendre az 1, 2, 3, ..., (b — 1) szamok kozil kertilnek ki. Ekkor a tizedes-
vessz$ lefrasa utan legkésébb a b. [épésben az osztasi maradék ismétlédni fog (skatulya-elv), és

innentdl kezdve a hanyados szdmjegyei periodikusan ismétlédnek. Vagyis a periédus hossza leg-
feliebb (b — 1) lehet.

Adott a sikon végtelen sok pont. Igazoljuk, hogy végtelen sok kiilonb6z6 tavolsag lép fel kozot-
tuk!

Megoldas

Tegyiik fel, hogy az egyik ponttél, A-tél, véges sok kiilonbozé tavolsagra helyezkedik el a tobbi
pont. Ez azt jelenti, hogy a pontok az A kézéppontd, koncentrikus korokon vannak, s ezen korok
szama véges. Ekkor a skatulya-elv miatt valamelyik koron lesz végtelen sok pont; ezek kézott
pedig mar végtelen sok kilonbozé tavolsag lép fel.

Hét teherautéval — melyek teherbirasa egyenként 3 tonna — 50 darab kovet szeretnénk elszalli-
tani. A kovek rendre 370, 372, 374, ..., 468 kg salytak. El lehet-e egy forduléval szallitani a ko-
veket?

Megoldas

Legaldbb egy teherautéra legaldbb 8 kovet kell tenni. A 8 legkénnyebb ké toémege 3016 kg; a ko-
veket nem lehet egy forduléval elszallitani.

33 kilonbo6z4 pozitiv egész szam Osszege 1087. Legaldbb hany paros szam van az 6sszeadandék
kozott?

Megoldas

A 33 legkisebb paratlan szam 6sszege 1 + 3 + 5 + ... + 65 = 1089, tehét a szamok kozott van
legaldbb egy paros. Mivel 32 pératlan és 1 paros szam Gsszege paros, ezért az is igaz, hogy a sza-
mok kozott legalabb két paros szam van. Ennyi elég is: az 6sszegben két paratlan szdmot kicse-
rélink néluk eggyel kisebb parosra.

Bergengéciaban négy hires klub muikodik, jeldljik ezeket A, B, C és D-vel. Egy 9 f6s bardti tar-
sasag tagjairol kidertl, hogy mind a négy klubnak éppen 7-7 kozilik a tagja. Amikor ezt egyikiik
meghallja, igy sz6l: ,Milyen érdekes! Akkor biztosan van kézottiink olyan, aki tagja mind a négy
klubnak!”

Vajon igaza van?

Megoldas
Jeléljpk az embereketa,, a,, a,, ..., a, médon, s hogy ki melyik klubnak 2 |4 la B
a tagja, azt példaul egy tablézattal adhatjuk meg. 1y o2 2
Az A, B, C, D sorokban az egyes a személyeknél x-et irunk, haa tagia | A | x | x | 0 0
a klubnak, 0-t pedig, ha nem tag. Példaul a, tagja az A klubnak, de a, Bl x!|lolo 0
nem tagja C-nek.
A feladat feltétele alapjan a tdblazatban 28 darab x szerepel, s kérdés, Clopx|o X
hogy van-e olyan oszlop, amelyben 4 darab x van. Ez pedig a skatulya- D| o0 | x| O 0

elv miatt nyilvdnvalé: ha minden oszlopban csak 3 darab x lenne, akkor
Osszesen csak 9 - 3 = 27 darab x lenne tablazatban.
A klubtagnak igaza van.

Bizonyitsuk be, hogy ha az 1, 2, ..., 2n szamokbdl kivéalasztunk (n + 1) darabot, akkor ezek ko-
zott lesz kettd, melyek relativ primek!
Megoldas

A szomszédos szamokbél alkotott (1, 2), (3, 4), (5, 6), ..., (2n =1, 2n) n darab szamparbdl a ska-
tulya-elv miatt van olyan, amelynek mindkét elemét kivalasztottuk. Ez a két szam relativ prim.
(A koz6s osztojuk a két szam kiilonbségét is osztja.)
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Egy kor alakd asztalon 2400 darab 1 cm sugart golyé helyezkedik el. Igazoljuk, hogy legalabb még egy
ugyanekkora golyo lerakhat6 az asztalra a tobbi elmozditdsa nélkil, ha az asztal sugara legaldbb 1 méter!

Megoldas

Feltlnézetbdl vizsgaljuk az allast, ekkor a golydk 1 cm sugart korlapokkal helyettesitheték. Akkor rakhaté
le a 2401. golyd, ha van olyan P pont az asztalon, amely minden goly6 kozéppontjatél legalabb 2 cm-re
van, és P-nek az asztal szélétél valé tavolsaga nagyobb, mint 1 cm. (Az asztal széle zart, a golyé nem lég-
hat le.) Ekkor P lesz a 2401. golyé kézéppontja.

P szamdra a 100 cm sugard asztalbdl egy 99 cm sugart kor tertilete johet szamitasba: T = 99%7. Min-
den goly6, ami mér az asztalon van, egy 2 cm sugarG kornyi terlletet zar ki ebbdl, ezek tertletosszege leg-
rosszabb esetben (ha nincs koztik atfedés) t = 22- - 2400. Mivel t = 2%- - 2400 < 99?7 = T, biztosan
van olyan P pont az asztalon, amire elhelyezhetjiik a 2401. golyét.

Ha a goly6k részben lel6ghatnak az asztalrdl, akkor természetesen konyebben elhelyezhetd a 2401.

3. SORBARENDEZESI ES KIVALASZTASI PROBLEMAK 1.

Hanyféleképpen rendezhetiink sorba egyforma méret(i golydkat, ha az egyes szinekbdl a darabszamuk
K2 a) 1 fehér, 1 piros, 1 zold, 1 kék és 1 fekete;

K2 b) 1 fehér, 2 piros, 3 zold, 4 kék és 5 fekete;

E1 ¢ 1 fehér, 1 piros, 1 zold, 2 kék és 3 fekete; valamint tovabbi feltétel, hogy piros és fehér golyé ne
legyen egymas mellett?

(Az azonos szinl golydk nem kiilonboztetheték meg.)

Megoldas

a) 5 kilonbozé elem osszes sorrendjérdl van szé: 5! = 120.

15!

STo3rgTEr = 37 837 800.

b) Ismétléses permutaciokat szamolunk dssze:

213"

©) A komplementer leszédmolds modszerét alkalmazzuk. Osszes eset: Ha a piros és fehér golyé szom-

71

szédos, egyetlen objektumnak tekinthetd, és felcserélhetd: 131

-2. A piros és fehér golyé nincs egy-

8! 2-71 _ 71

2131 2131 = 2 = 2520 esetben.

mas mellett:

Az 1. lecke 4. példdjaban egy papirlapot kezdetben 3 részre vagunk, majd az igy kapott darabok barme-
lyikét tovabbi 3 vagy 5 részre vaghattuk szét, és igy tovabb. Az eljarast folytatva hanyféleképpen érhetjik
el, hogy 21 papirlapunk legyen? (Kilonb6zének tekinttink két vagassorozatot, ha a 3-as vagy az 5-0s vaga-
sok sorrendje kiilonbozik.)

Megoldas

Ha egy papirlapot 3 részre vagunk, akkor a papirdarabok szdma 2-vel né; ha pedig 5 részre, akkor 4-gyel.
A papirlapok szdma az els6 vagas utan 3. Innen a 21 darabszam gy érheté el, ha 18-cal noveljik a da-
rabszamot.

1. eset: Négy darab 5-0s és egy 3-as vagast végziink, ezt 5-féleképpen tehetjik meg. (4-4 +1-2 =
=18.)

. v s s . | v 2 Lol 2 L s
2. eset: Harom 5-0s és harom 3-as vagas kell: % = 20 lehetdség. (Ismétléses permutécié: a 4, 4, 4,

2, 2, 2 elemeknek ennyi sorrendje van.)

o ‘s
5157 = 21 lehetSség.

4. eset: Egy 5-0s és hét 3-as vagas: 8 lehetdség.
5. eset: Kilenc 3-as vagas: 1 lehetdség.
Osszesen 5 + 20 + 21 + 8 + 1 = 55 megfelel§ vagassorozat van.

3. eset: Két 5-0s és 6t 3-as vagas: 3 /



3. SORBARENDEZESI ES KIVALASZTASI PROBLEMAK 1.

A 32 lapos magyar kartyacsomaghbdl visszatevés nélkil htizunk lapokat. Hanyféleképpen hiizha-
tunk

a) 3 aszt;

b) 3 pirosat;

©) 4 kulonbozé figurat (figura az sz, kirdly, felsé, also);

d) 4 egyforma szint?

Oldjuk meg a feladatokat abban az esetben is, ha a lapokat visszatevéssel hiizzuk ki, azaz a htizas
utan lejegyezziik, hogy mit hiztunk, és a lapot visszatessziik a csomagba! (Mindkét esetben sza-
mit a kihdzott lapok sorrendje.)

Megoldas

a) Egy pakliban 4 asz van, ezért 4 - 3 - 2 = 24 a lehet6ségek szdma.

b) Egy pakliban 8 piros van, igy a lehet6ségek szama 8- 7 - 6 = 336.

c¢) 16 figura van a csomagban. Az elsé hizds 16-féle lehet; a méasodik mar csak 12 (az el6z6 figu-
rat nem hizhatjuk), a harmadik 8, a negyedik 4-féle. A szorzasi szabdly miatt 16- 12- 8- 4 =
= 6144 eset van.

d) Az elsé lap barmi lehet, a kovetkezé harom pedig ugyanolyan szind kell, hogy legyen. A le-
het6ségek szdma 32-7-6- 5 = 6720.

Ha visszatevéssel hizunk, az esetek szama:

a) 4> = 64;

b) 8® = 512;

¢ 16-12- 8- 4 = 6144 (nem szamit, hogy visszatetttk a kihdzott figurat, mert még egyszer nem
hazhatjuk ki);

d) 32- 8 =16 384.

Adott a sikon az A halmazban 3, a B halmazban 4 és a C halmazban 5 darab pont oly médon,

hogy semelyik harom pont nincs egy egyenesen.

K1 a) Hany olyan haromszog van, amelynek harom csticsa rendre az A, B, C halmazok pontjai
kozil keral ki?

K2 b) Es olyan hany van, amelynek két csticsa az A halmazban, a harmadik pedig a B vagy C hal-
mazban van?

Megoldas

a) Az A halmazban 1évé pontok (3 lehet6ség) barmelyikét 6sszekothetjik a B halmazban 1évé
4 pont és a C halmazban [évé 5 pont barmelyikével. A szorzasi szabaly miatt a haromszogek
szama 3 - 4-5 = 60.

b) Az A halmazbdl a két csticsot 3-féleképpen valaszthatjuk ki (mindig az egyik pont marad ki).
Ehhez a két ponthoz a tobbi 4 + 5 = 9 pont barmelyikét valaszthatjuk. Eredmény: 3 - 9 = 27.

A 3-as szamrendszerben hany
a) legfeljebb 5 jegy;

b) pontosan 5 jegyti
természetes szam van?

Megoldas

a) Az 100 000, = 243 szamndl kisebb természetes szdmok szama 243.
b) A legnagyobb helyiértéken 1 vagy 2 all, a tobbi 4 szamjegy 3-féle lehet, 0, 1 vagy 2. Ered-
mény: 2 - 34 = 162.

A szamegyenes 0 pontjaban éll egy bolha, amely minden masodpercben jobbra vagy balra ugrik
egy egységnyit. Hanyféleképpen érkezhet meg a 6 koordinatdjd pontba

K1 a) 6 méasodperc alatt; K2 ¢) 20 masodperc alatt;
K2 b) 10 masodperc alatt; K2 d) 2009 masodperc alatt?
Megoldas

a) Minden lépést ,jobbra” kell tennie; 1 lehetdség.
b) 8 |épést tesz jobbra és 2 1épést balra. Minden megfelel$ ugrassorozatot modellezhetiink egy
8 darab j és 2 darab b bet(ibdl all6 széval. A megfeleltetés kolcsondsen egyértelmd, igy annyi
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ugrassorozat van, ahany sorrend készitheté a j, j, j, j, j, j, j, j, b, b betlkbél. Eredmény:

20!
71-13!

d) llyen ugrassorozat nincs. Paros koordinataji pontba csak paros szamu ugras utan érkezhet a bolha.

¢) 7-et ugrik balra és 13-at jobbra, tetszéleges sorrendben: = 77 520 lehetéség.

7 E1 Hany szam készitheté az alabbi szamjegyekbdl? (0-val nem kezdédhet szam.) Ahol kiilon nem jelezziik, min-
den megadott szimjegyet fel kell haszndlni.
a)o0,1,1,2,3;
5, és a szam 5-tel oszthato;
4,5, és a 3-as és a 4-es nem szomszédos szdmjegyek;
, 4, és hétjegy(i szamot készittink;
4, és olyan hétjegyti szamot készitlink, amelyben van 4-es.
Megoldas
a) Ha minden szam kiil6nb6z4 lenne, 4 - 4! sorrendet kapnénk. (A 0 nem lehet az elsé helyiértéken.) Mivel

4.4
ST = 48,

van két egyforma elem, a sorrendek szama

6! -
>, Osszesen

b) Ha az utolsé helyiértéken O &ll, akkor a sorrendek szdma 3— ha 5-6s all, akkor © 3
- 63—6_13 6-5-4 =1560 lehetSség.

©) Osszesen 3-8 fale szam készithets. A rossz esetek azok, amikor a 3 és 4 szomszédos szamjegyek. Te-

31 21
kintstik a két jegyet egyetlen objektumnak és jeloljik x-szel. Ekkora 0, 1,1, 1, 2, 2, x, 5 elemekbdl kell

szamokat készitentink, ezt 3| 2' -féleképpen tehetjik meg. Arra kell még figyelni, hogy x kétféle lehet

(34 és 43 kulonbozik), ezért a rossz esetek szdma -2. Az 6sszes lehet&séghdl kivonva a rossz ese-

3| 2!

: fovp. 0°81 771 _64-71 14-71 _ 50-7! _ 25-7! _
teket, megkapjuk az eredményt: 3101 —3,.2'~2 = 31173120 — 3101 = g = 21000
d) Ha 0 marad ki, 3, 2,, ha 1-es marad ki, 2| 2', ha 2-es, akkor 63,6 végll ha 3-as vagy 4-es, 36'—65" a
lehetéségek szdma. Osszesen 3'7'2, + 26' g'| + 63,6' 2- 36' 62" = 3'62| (7+18+12+12) = 2940

szam készithetd.

66!
3121

van, amelyben nincs 4-es. Ezek szerint 2940 — 360 = 2580 esetben lesz a szamjegyek kozott 4-es.

e) Az el6z6 feladat alapjan Osszesen 2940 darab hétjegy(i szam készithetd, s ezek kozil = 360 olyan

m Hanyféleképpen lehet hat embert (A, B, C, D, E, F) egy kor alaku asztal koré letiltetni? Es ha tovabbi meg-
kotés, hogy A és B egymas mellé kertljon? (Két Gltetés nem kilonbozik, ha mindenkinek ugyanaz a jobb
és a bal szomszédja.)

Els6 megoldas

A hat embernek 6! permutéciéja van. Mivel kérben lnek, ugyanazt a kort 6 sorozat is eléallitja, ezért a kii-
!
lonbsz6 kirok szima & = 51 = 120.

Masodik megoldas

Valasszuk ki példaul A-t, igy a kort megszakitottuk. A tobbi embert — A-hoz képest — 5!-féle sorrendben tilhet
le.

’ . .. % . . | Ll e -
Ha A és B egymas mellett tl, akkor ket egy ,objektumnak” tekintve % = 4!-féle Ultetési sorrend le-

hetséges. Mivel a szomszédsagok szempontjabdl AB és BA kiilonbozik, az eredmény 2 - 41 = 48.



3. SORBARENDEZESI ES KIVALASZTASI PROBLEMAK 1.

m Hanyféleképpen olvashat6 ki a DEBRECEN sz6 az aldbbi két tablazatbol, ha minden lépésben
jobbra vagy lefelé lehet haladni?

D|lE|[B|R]|E E|N]| D|lE|[B|R]|E
E|lBIR|IE|JC]E][N elB|R|E]C
BlR|E[C|E BlR|E|C|E
RIE[clE]N RIEJC]E[N
E|lclE|N

ClE]N

E]N

| N ]

Megoldas

Az elsé tablazatban a 7 lépés egymastdl fliggetleniil 2-értékdi lehet (jobbra vagy lefelé), igy a ki-
olvasasok szama 27 = 128.

A masodik tablazatban a 7 [épésbdl 4-et teszlink jobbra és 3-at le, tetszGleges sorrendben. Je-
[6ljiik a jobbra lépéseket J, a lefelé torténd [épéseket L betlkkel, ekkor 4 darab J és 3 darab L betti

71
3141

lehetséges sorrendjeinek szédmat kell meghatdroznunk. Osszesen: = 35 kiolvasas van.

m Feldobunk egyszerre egy sarga, egy kék és egy zold dobdkockat.
K2 a) Hanyféle eredménye lehet a dobésnak?

K2 b) Hany esetben kaphatunk legaldbb egy hatost?

K2 ¢ Hany esetben lesz a dobott szamok &sszege legalabb 172

K2 d) Hany esetben lesz a dobott szamok ¢sszege paratlan?

K2 e) Hany esetben lesz a dobott szamok szorzata paros?

K2 f) Hany esetben lesz a dobott szamok szorzata 3-mal oszthat6?
E1 g Hany esetben lesz a dobott szamok kozott 5-0s és 6-0s is?

Megoldas

a) Mindharom dobdkocka 6-féle értéket mutathat. Ezek egymastdl fuiggetlenek, ezért a szorzasi
szabaly alapjan a dobéasnak 6 - 6 - 6 = 216-féle eredménye lehet.

b) A komplementer leszimolas médszerét alkalmazzuk. Az dsszes lehet6ség szama 216. A 6-0s
nélkiili dobasok szdma 5- 5- 5 = 125. ,Osszes — rossz = j6”: 216 =125 = 91 esetben van a
dobott szamok kozott 6-os.

) Vagy minden dobds 6-0s (1 eset), vagy két darab 6-ost és egy 5-6st dobunk (3 eset). Osszesen
1T+ 3 = 4 lehetdség.

d) A piros és fehér dobds tetszéleges lehet: 6- 6 = 36 eset. A zold kockan — az elsé két dobas
eredményétd| fiiggden — mindig 3-féle szdm esetén lesz az 6sszeg pératlan. igy 36 - 3 = 108
a megfelel esetek szama.

e) A komplementer leszimolds moédszerét alkalmazzuk. Az 6sszes lehetéség szama 216. Mind-
hdrom kockan pératlan szamot 3- 3- 3 = 27-féleképpen dobhatunk. A szamok szorzata
216 — 27 = 189 esetben lesz péros.

f) A komplementer leszamolas médszerét alkalmazzuk. A szorzat nem lesz 3-mal oszthat6, ha
egyik kockan sem dobunk 3-ast vagy 6-ost. A rossz esetek szama tehat 4-4-4 = 64.
216 — 64 = 152 esetben oszthat6 3-mal a szorzat.

g A szita-formulat alkalmazzuk. Nincs 5-0s: 5* = 125 lehetéség. Nincs 6-os: szintén 125 le-
hetéség. Az 6sszes esetbdl kivonjuk azt, amikor nincs 5-6s, majd kivonjuk, amikor nincs 6-o0s:
216 — 125 —125. De ekkor kétszer vontuk ki azokat az eseteket, amikor sem 5-0st, sem 6-ost
nem dobtunk; ezek szamat tehét egyszer hozza kell adni az 6sszeghez. Nincs sem 5-6s, sem
6-0s: 4° = 64 eset. Eredmény: 216 — 125 - 125 + 64 = 30.




I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

o 20 diak kozott szeretnénk 6 jutalomtargyat kiosztani. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha a targyak kii-
[6nbozsk, és
K2 a) egy diak legfeljebb egy targyat kaphat;
K2 b) egy diak tobb targyat is kaphat;
K2 ¢ egy diak legfeljebb egy targyat kaphat, de egy elére kijelolt didknak ajandékot kell kapnia;
K2 d) egy diak legfeljebb egy targyat kaphat, de harom elére kijelolt diaknak ajandékot kell kapnia;
E1 e) egy diak tobb targyat is kaphat, de nem kell minden ajandékot kiosztani?

Megoldas

a) Az els6 targy 20, a masodik 19, ..., a hatodik 15 tanulénak oszthato ki.
Osszesen 20-19- 18- 17- 16 15 = 27 907 200 a lehetséges kiosztasok szama.

b) Mindegyik targy 20-féleképpen oszthato ki, igy 20° = 64 000 000 a lehetéségek szama.

c) Akijelolt didk 6-féle ajandékot kaphat. A maradék 5 targyat 19 ember kozott kell szétosztani. A szorzasi
szabaly miatt az eredmény 6- 19- 18- 17-16- 15 = 8 372 160.

d)6-5-4-17-16- 15 = 489 600.

e) Most minden ajandékkal 21 ,dolgot” tehetlink: vagy kiosztjuk a 20 didk valamelyikének, vagy egyalta-
lan nem osztjuk ki. A lehetéségek szama 21¢ = 85 766 121. (Azt is egy esetnek szamitottuk, amikor
senki semmit nem kapott.)

4. SORBARENDEZESI ES KIVALASZTASI
PROBLEMAK II.

m Hany mérkdézést jatszik 12 csapat 6sszesen, ha mindegyik mindegyikkel jatszik?
Megoldas
Bérmely két csapat egy mérkGzést jatszik, tehdt a mérkézések szama annyi, ahdnyféleképpen a 12 csapat-

p e , PR o (12
bol 2-t kivalaszthatunk. A kivalasztas sorrendje nem szamit, igy az eredmény < 9 ) = 66.

m Egy sakkegyestilet jatékosaibdl négyfés csapatot 210-féleképpen lehet kidllitani. Hany tagt az egyestilet?
Megoldas

Ha n tagl az egyeslilet, akkor (Z) = 210; innen n = 10.

Hanyféleképpen lehet egyforma méretli golyokat sorba rendezni, ha
a) 3 piros és 4 kék golyo adott;
b) 3 piros, 4 kék és 5 zold goly6 adott?

Megoldas

a) Ugy képzeljiik, hogy a goly6k szamara adott hét rogzitett hely. Ha ezek kéziil kivélasztunk a piros golyék
szamara 3-at, akkor a 4 kék goly6 helye egyértelm(ien adédik. A 7 helybdl 3-at (g) = 35-féleképpen
valaszthatunk ki. (A kivalasztds sorrendje nem szamit.)

b) Hasonlé okoskoddssal a piros golyék szamara (132>—féle, a kék golyok szamara a maradék 9 helybdl

(Z)-féle elhelyezés lehetséges, s ekkor az 5 zold golyd helye egyértelm(. Eredmény: (132)-(Z> =

= 27 720. (Ezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a goly6kat mas szinsorrendben — példaul kék, piros, zold
— helyezziik el.



4. SORBARENDEZESI ES KIVALASZTASI PROBLEMAK II.

m Az1,1,1,2,2,2,2 szamjegyekbdl hany 7 jegy(i szamot készithetiink?

5. K2

7. K2

Megoldas

7 . . X x . L
<3> = 35 szam készithetd. A szamjegyeket modellezhetjik az el6z6 a) feladat piros és kék go-
lyéival.
Megjegyzés: Mint kordbban mar lattuk, a feladatot ismétléses permutacié alkalmazaséaval is meg-

. 71 7

Hozzuk egyszer(ibb alakra a kovetkezd kifejezéseket!

13! . (n+3)!. (n+2)! . 1 1. (n+3)! (n+N!
V715 P Ywroosy Yoo nt sl o
Megoldas
a %:13-12-11-10-9.

—1)!
b (n+3)(n+2)(n+T)n(n 1)’=(n+3)(n+2)(n+1)n.

(n=")!
) (n+2)(n +T)n!
(n+2)(n+1)

R ” 1 1 1 n—1 1
A | — — —
d) kOZOS nevezo n!. ( 1)' ' ' ' = ' (vagy 7( )')

e) Egyszertsithetiink az (n + 2)! és (n — 1)! tényezbkkel:

(43 (041! pas (000
(n+2)!.(n_1)!_n1 : 1 =((n+ 3)n + 1)n.

Adott a sikon az A halmazban 6, a B halmazban 7 darab pont Ggy, hogy semelyik harom pont
nincs egy egyenesen. Hany olyan hdromszog van, melynek legalabb egyik csticsa az A halmaz
pontjai kozul kerdl ki?

Elsé megoldas

7
Olyan haromszog, melynek az A halmazban 1, a B halmazban 2 csticsa van, (?) : <2> = 126 darab

6\ (7
van. Az A halmazban 2 cstcsa (2> . (1

romszognek van. Osszesen 126 + 105 + 20 = 251 megfeleld haromszog van.

) = 105, az A halmazban 3 csticsa pedig (g) ~ ((7)) = 20 ha-

Masodik megoldas

1
A6 + 7 = 13 ponthdl sszesen ( 5

3 ) = 286 haromszog készithetd. Ezek koziil kihagyjuk azokat,

S . . L (13 7
amelyek mindharom csticsa a B halmazbdl kertil ki. Osszesen tehat ( 3 ) - (3> =286-35 =251
megfelelé haromszog van.
Hanyféleképpen johetett létre egy 6 : 4 végeredményi teniszjatszma?
Megoldas

Ez a végeredmény csak 5:4-es allas utan alakulhatott ki. Ha meghatdrozzuk, hogy az elsé 9 jé-
tékbol melyik 4-et nyerte meg a késébbi vesztes fél, akkor egyértelmtien megadtuk a jatszmaso-

rozatot. Ez (Z) = 126-féleképpen torténhetett.




I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

m Egy kamionban 60 termék kozott 5% a selejtes. Az ellendr 5 terméket valaszt ki. Hany esetben lesz a kivett
termékek kozott
a) 0 selejtes; b) 1 selejtes; ©) 3 selejtes?

Megoldas
A termékek kozott Osszesen 3 selejtes van.

a) Az 57 hibatlan termék kozil valaszt ki 5-6t: (557> = 4187 106.

7
b) A 3 selejtes termék koziil valaszt ki egyet, és az 57 hibatlan kozil 4-et: (?)(54 > = 1185 030.

57

o) A 3 selejtes termék kozul valaszt ki 3-at, és az 57 hibétlan kozil 2-t: @)( )

) = 1596.

m Hany 6tjegy(i szdm van, amelynek szamjegyei
a) novekvé; b) csokkend
sorrendben kovetkeznek egymas utan? (Egyenléség nem lehet a szamjegyek kozott.)

Megoldas

a) Az 1,2, ..., 9 szamjegyek kozil valasszunk ki 6tot! Minden kivélasztas egyuttal egyetlen ndvekvé sor-
. 9 s . . X .

rendet is ad; ez <5> = 126 lehetdség. (A O-t nem valaszthattuk ki, mert 0-val nem kezdédhet a szam.)

b) Mosta 9, 8, ..., 0 szamjegyek koziil valasztunk ki 6t6t. Minden kivélasztas egyuttal egyetlen csokkend

. . .. (10 - .
sorrendet is meghatdroz, ezért < 5 ) = 252 a lehetdségek széma.

m Hanyféleképpen olvashat6 ki a BALATONBOGLAR sz6 az alabbi harom tblézatbél, ha minden Iépésben
lefelé, jobbra vagy balra lehet haladni?
A b) feladatban egy, a ¢) feladatban két mezé tiltott”, ezeken nem haladhatunk at.

a) B b) B o) B
A A A A A A
L L1 LLL LLL
A A A A A A A A A A A A
T T T T T T T T T T T T T T T
O 0O O O O O o o o [0 o o o o o [0 o o
N NN N N N N N N NN N N N N N NN N N N
B B B B B B B B B B B B B B B B B B
O 0O O O O O O O O O O O O O O
G G G G G G G G G G [c ¢
L L1 LLL L L0
A A A A A A
R R R
Megoldas

a) Barmely kiolvasasnal 6 1épést kell jobbra és 6 [épést balra tenni. Ha a 12 1épésbdl kivalasztjuk a jobbra
torténdket, akkor a teljes kiolvasast megadtuk. 12 1épésbdl 6-ot kivélasztani — az elemek sorrendjére valé

tekintet nélkal — (162> = 924-féleképpen lehet.

Egy lehetséges modell: a 6 darab J és 6 darab B bet(ibél all6 szavak szamat hatarozzuk meg.
b) Az 6sszes kiolvasasbdl ki kell hagynunk azokat, amelyek érintik O-t. A BO Gtvonalon 5 lépést tesziink,

3-at jobbra és 2-t balra; az Gtvonalat ezért (i)—féleképpen tehetjiik meg. Az OR dtvonal 3 + 4 1épéshdl

2) (3

R
LA X . . . (o me = [12 5\ (7
-féleképp teheté meg. A tiltott mezét elkerdlé kiolvasasok szdma igy BR — BO - OR = ( 6 > - (2) : (3) =

all, ez <3>-féleképpen jarhat6 be. A BR teljes Gtvonal, a tiltott O mezén athaladva, BO - O

= 574.
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c) Az dsszes kiolvasasbél kivonjuk a tiltott O-n athaladoékat és a tiltott G mezén athaladékat. Ez

utébbiak szdma BG - CR = (2)(?) Ekkor azonban kétszer vontuk ki azokat az utakat, ame-

lyek O-t és G-t is érintik. Ezek szama BO - OG - GR = < ) ( > <3>

i (22 )-) (o2 6 ) -0







2. E1

Il. ALGEBRA

5. IRRACIONALIS SZAMOK

Becstljik meg, hogy az alabbi racionalis szamok kozdl

a) melyik véges, és melyik végtelen, szakaszos tizedestort-alaku;

b) valamint hogy milyen hosszi lehet az ismétl6d6 szakasz a tizedestort-alakjukban!

©) A becslés utan hatarozzuk meg a szamok tizedestort-alakjat! (Vigydzat: a zsebszamol6gép
nem mindig ir ki pontos értéket!)

A= 293 p_ 3817 ng; D721 p_ 327 ;329 - _2499. . _ 2

57 8

1227 - 137 137 1197 17°
Megoldas

a) A és B tizedestort-alakja véges, mert 10-nek osztéja 5, és 1000 oszthaté 8-cal. (Ha példaul a

3817-125
1000

véges.) A tobbi tortrdl , kapasbo6l” nem latni, hogy milyen tipust a tizedestort-alakja.

B tortet 125-tel bévitjlk, akkor a tortet kapjuk, s ennek tizedestort-alakja nyilvan

b) Az % osztas elvégzésekor vagy valamikor fellép a 0 maradék (ekkor a tizedestort véges lesz),

vagy az osztasi maradékok rendreaz 1, 2, 3, ..., (b — 1) szamok kozil kertilnek ki. Ekkor a ti-
zedesvesszd leirasa utan legkésdbb a b. 1épésben az osztasi maradék ismétlédni fog (skatulya-
elv), és innentdl kezdve a hanyados szdmjegyei periodikusan ismétlédnek. Vagyis a periédus
hossza legfeljebb (b — 1) lehet.

A =586; B=477,125; C = 205,6; D = 60,083; £ = 25153846 (a szamolégép a
25,15384615 hanyadost irta ki); F = 25,307692 (a szamolégép éltal kiirt szam 25,30769231
(1); G =21, H= 0,1176470588235294. (Ugyanaz a szamol6gép most 0,117647058-at irt
ki, azaz nem kerekitett (!). A forgalomban lévé zsebszamol6gépek tobbsége szerencsére ke-
rekit, és 0,117647059-et ir ki.).

Adjuk meg a kovetkezd szamokat kozonséges tort alakban!
a)A=01; b)B=012; ¢ C=0,123; d D=1,23456; e E=1,9.

Megoldas
a) 10A = 1,1. A két egyenlet kivonasdb6l 9A = 1, A = %
b) 100B = 12,12. A két egyenlet kivondsdbdl 99B = 12, B = %(: %)
= 23: = =122 _ 122/ 61
©) 100C = 12,323; 99C = 12,2; C = ~56= = 990(_ 495).
— AEF - _ _1233,33 _ 123333/_ 41111
d) 1000D = 1234,56456; 999D = 1233,33,D = 999~ 99900 \~ 33 300>.

e) 10E = 19,9; 9E = 18, E = 2 (1). (A véges raciondlis szdmok tizedestort-alakja nem egyér-
telmd.)




1. ALGEBRA

Az 6kori Mezopotdmia tudésai szerint 3 < 7 < 3%. Négy tizedesjeggyel szimolva, mennyire voltak pon-

tosak a tuddsok?

Megoldas
3<n< % esetén ha z-t a %— 3 =% hosszl intervallum ,kozepére” helyezziik, akkor legfeljebb
1.2 =1 = 0,0625 lehet a becslés hibdja. (Ekk k tulajdonitott érték 3 és 22 atlaga, 42 = 3,0625
§2=7¢=0, ehet a becslés hibdja. (Ekkor a 7-nek tulajdonitott érték 3 és %= dtlaga, 77 = 3, .
(A pontosabb érték 7 =~ 3,14159; az eltérés = — 3,0625 =~ 0,0791.)
m Az alabbi szamok racionalisak vagy irracionalisak?
1 3 V8 ICSVEY /v, /E
a) ; b) ./ 5; o) ; dV2+v3; e©v2-3V5; NV2+V3+45.
J6 -1 8 3v2
Megoldas
a) Mivel v6 irracionalis, igy v'6 — 1, s ezért 1 s irracionalis.
V6 -1
.
b) Tegytk fel indirekt médon, hogy \ % raciondlis. Ekkor \/g = %, ahol a, b pozitiv egész szamok. Innen
2
% = %, azaz 3b? = 8a. Ellentmondast kaptunk: a bal oldal primfelbontasaban a 3 kitevéje pératlan, a

jobb oldalon péros.

0 V8 =2v/2,i £=£=gracionélisszém.
& 3727372 3

d) Tegyiik fel indirekt médon, hogy v'2 +v'3 = r € Q. Négyzetre emelés és rendezés utan v'24 =r2 -5,
s ez ellentmondas: a bal oldal irracionalis.

e) A d) feladathoz hasonléan jarunk el. A v'2 — 3v/5 = r egyenletbdl 47 — 6+/10 = r?, sinnen a v'360 =
= 47 - r? ellentmondast kapjuk.

f Az indirekt feltevést atalakitva v'2 +v'3 = r — /5, s négyzetre emelés utin 2v6 = r* — 2rv/5. Ismét

négyzetre emeliink: 24 = r* — 4r*y/'5 4 20r?. Ellentmondas: a jobb oldal irracionalis.

Lattuk a leckében, hogy V74 megszerkeszthet6 gy, hogy sorban megszerkesztjik a v2,v3, V5, ..,

5. K2
V73 értékeket, majd az 1 és /73 befog6ji derékszogli haromszog atfogéja v'74 lesz. Ez elég hosszadal-
mas munka. Nem jarhatunk el Ggyesebben?
Megoldas
1 Van gyorsabb eljaras. Példaul 74 = 8% + 10 = 8% + 12 + 32. Megszerkesztjik az 1 és
[ 8 3 befogéji derékszogli haromszog atfogojat (ennek hossza v10), ezutan a v 10 és
3 8 befogdjl derékszogli haromszog atfogdja v 74 lesz (dbra).
Még gyorsabban célhoz értink, ha észrevessziik, hogy 74 = 72 + 5% a keresett
74 szakasz tehat az 5 és 7 befogéju derékszogli haromszog atfogdja.

m Van-e x, y raciondlis megolddsa a (3v'3 — 4)x + (2v/3 = 3)y = 7+/3 — 10 egyenletnek?
Megoldas
Tegyiik fel, hogy van megoldas. Az egyenlet atalakitva v'3 (3x + 2y — 7) = 4x + 3y — 10 alakd. A jobb ol-

dalon racionalis szam 4ll, a bal oldalon pedig v'3 racionélis tobbese. A bal oldalon csak akkor llhat racio-
nalis szdm, ha 3x + 2y — 7 = 0, s ekkor a jobb oldalon teljestilnie kell, hogy 4x + 3y — 10 = 0.
Az egyenletrendszer megoldédsa x = 1,y = 2, s ezek raciondlis szamok.



5. IRRACIONALIS SZAMOK

Van-e két olyan irraciondlis szam, @ és j3,

K2 a) amelyek 6sszege és szorzata is egész szam;
E1 b) amelyekre @ + f és 3a + 50 is egész szam?

Megoldas

a) Példaul @ = V2 és f = —v/2 megfelel. Egy masik lehetéség @ = n +v2 és 5 = n —v2 va-
lasztas, aholn € Z. Ekkora + 8 =2nésa - B = n*-2.

b) llyen irraciondlis szdmok nincsenek. Ha x = @ + f ésy = 3a + 50 is egész szamok, akkor

y—3x =3a + 58 - Ba + 3B) = 2[ is egész szam lenne. (Mdrpedig nem az; s6t, még csak
nem is raciondlis szam.)

“ Keresstink olyan n természetes szamokat, amelyekre az alébbi kifejezések értéke raciondlis szdm

lesz!
K2 a)A=+vn’+9; K2 b) B = +vn?+3n; E1 o C=+vVn’+3n+4.
Megoldas

A gyokjel alatt négyzetszamnak kell &llnia.

a) n* + 9 = k%. A szomszédos négyzetszamok tavolsaga rendre 1, 3,5, 7, 9, 11, ... Lehetséges
megolddsok: n? = 16, k> = 25 vagy n> = 0, k* = 9.

b) n?> + 3n = n(n + 3). Azn és (n + 3) tényezSk kdzds osztdja csak 1 vagy 3 lehet. Ha relativ
primek, akkor mindkét tényez4 négyzetszam: n = 1, n + 3 = 4. Ha mindkét tényezd oszt-
haté 3-mal, akkor szorzatuk csak azn = 0, n + 3 = 3 esetben lesz négyzetszam.

on+2n+1=nN+12<n’+3n+4=<n*+4n + 4 = (n + 2)? vagyis a C? kifejezés két
szomszédos négyzetszam kozé esik. Csak akkor lehet C? négyzetszam, han? + 3n + 4 =
=n?+4n + 4,azazn = 0.

o Adjunk meg olyan pozitiv egész szamot, amelyik
K2 a) eléall két raciondlis szam négyzetének az dsszegeként;
E1 b) nem irhaté fel két raciondlis szam négyzetének az dsszegeként!

Megoldas
a) A pitagoraszi szamharmasokbdl végtelen sok megoldast kapunk. Példaul 3% + 42 = 25, ezen

kivil 52-tel osztva <§)2 + <3>2 =1.

5 5
b) 2 = 12 + 12 Azt allitjuk, hogy a 3 viszont mdr nem &ll el6 két racionalis szam négyzetodssze-
geként.
P . P . .. a\2 by .
Az el6z6 megoldéssal forditott irdnyban okoskodunk. Tegyiik fel, hogy (E) + <E> = 3,innen

a’ + b? = 3c2. A négyzetszamok 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot adnak. Ha a? vagy b? vala-
melyike 1 maradékot ad, akkor a bal oldal nem lehet 3-mal oszthat6. Ha pedig a? és b? egyarant
0 maradékot ad, akkor a? és b? oszthaté 9-cel is, igy a bal oldal oszthat6 9-cel. Vagyis a bal oldal
primtényezds felbontdsaban a 3 péros kitevén szerepel, mig a jobb oldalon paratlan kitevén van.
Ellentmondast kaptunk: a 3 nem irhat6 fel két racionalis szdm négyzetének Gsszegeként.

m A 2. lecke 6. példajaban megéllapitottuk, hogy a 7 tizedestort-alakjaban van olyan szamjegy,
amelyik végtelen sokszor el6fordul. Igaz-e, hogy biztosan van két olyan szdmjegy is, amelyik vég-
telen sokszor fordul el§?

Megoldas

Tegyuk fel indirekt médon, hogy csak egyetlen x szamjegy fordul el6 végtelen sokszor. Mivel a
tobbi szamjegybdl véges sok van, a tizedes tort valamely helyiértéktsl kezdve csupa x-bél fog
allni. Ekkor viszont a szdm racionalis lenne — vegyes szakaszos tizedes tort, 1 hosszi periédussal.
Ellentmondast kaptunk: legaldbb két szamjegy fordul el6 végtelen sokszor.

Egy érdekesség: megoldatlan probléma, hogy 7 tizedestort-alakjdban van-e olyan szimjegy, amelyik véges
sokszor fordul elé.
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6. SZAMOK N-EDIK GYOKE

Hatarozzuk meg a kovetkez6 gyokok értékét!

J121; Ve yV-8; V(=3); V57,
Megoldas
V121 =11; V8 =2; V=8 =-2; V(=3Y =-3; /57 =5,

Hatdrozzuk meg a kovetkezd gyokok értékét!

9. 5 /.8 . 3 /27 . 1 . 99 /_
f/ V27 V257 Y 700000 B

Megoldas
9 _3. 5/ 8 _ 2. _27 __3. T —01 %—1=—
1=7 V27 =3 ¥ =125 =75 ¥ 100000 ~ O V1=

3. K1 Keressiik meg a ml'jveletsorok eredményét!

a) V16 =¥ -1+%8 -

b > /& Yl /__ [ ,
3

¢ % 0,001 \/ 0 OOO 0,01.

Megoldas

a) V16 =% -1+¥8 -¥16 =4 —(-1)+2 -2 =5;
YRV R SUE I A S

© 3/0,001 — ”W +,/0,01=0,1-0,1+0,1=0,1.

m Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat!

Va; Vb; Ve-3; d-3; %/2e —10.
Megoldas

Va értelmezett, ha a € R;

Yb értelmezett, ha b= 0;

Yec-3 értelmezett, ha c € R;
d-3 értelmezett, ha d > 3;
%2e —10 értelmezett, ha e > 5.

m Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat, majd hatdrozzuk meg a kovetkezé gyokok értékét!

x4 3y NEar Vwe.
Megoldas

Yx*=x, hax=0;
3y’ =y, hayeR;
Jz* =27, hazeR;
Yw® =w?, haweR.
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7-8. A NEGYZETGYOKVONAS AZONOSSAGAI

m Keresstink egyenlSket a kifejezések kozott!
2. 2 2. 32, 1) 2
/2 vz vear 35 ) w2

Megoldas
A kifejezések mindegyike 2, tehat egyenlék.

m Szamoldégép hasznalata nélkul valasszuk ki azokat a kifejezéseket, amelyek pontos értékét meg-
allapithatjuk! Irjuk fel a pontos értékeket!

V10°; V40; \/5; V1000; V625; V6,25;

/3
V2
Megoldas
V10° = 10° = 1000;

V40 a 40 nem racionalis szdm négyzete, pontos értékét gydkvonas hasznalata nélkiil nem tud-
juk megéllapitani;

v 1000 az 1000 nem racionalis szam négyzete, pontos értékét gyokvonds hasznalata nélkil nem
tudjuk megallapitani;

V625 = 25;

_ /625 _ 5.
/6,25 = /355 =25
/3 _ /1 _1

12=Va~=2

3. K1 Allapitsuk meg, hogy a két szam koziil melyik a nagyobb!

a) % vagy V20.
Megoldas

’ V60 _ /60 _
Egyenldk, mert 3 V3T V20.

b) V154 vagy V3:v20.
Megoldas

Egyenldk, mert v15-v'4 =154 = /60 = v3-20 =3 -¥/20.

o (V13) vagy 11°.
Megoldas

(V13V = V137 =13 > [, 25V,

d) v25-49 vagy 35.
Megoldas

EgyenlSk, mert v25-49 = v/25-4/49 =57 = 35.




1. ALGEBRA

m Végezziik el a miiveleteket!
a) V28 —+32).
Megoldas

V2(V8 -/32)=v2-V8-v2-V32=/16-V64 = 48 = 32.

b) V3 (/12 +v75 - V3).
Megoldas

V3(W/12+v75-vV3)=vV3-12++v3-75-V/3-3=6+15-3 =18.

o (V14 +v7)(V14 - V7).
Megoldas

Nevezetes azonossagot felhasznalva:

(V4 + V714 —7) = (VI4F —(7F = 14— 7 = 7.

d (V5 +V3)".
Megoldas

Nevezetes azonossagot felhasznalva:

(V543 =5+2/15+9=14+2/15.

e (V7 —v11)".
Megoldas

Nevezetes azonossagot felhasznalva:

(V7 =V11V =7 =2v77 +11 =18 = 2477 .

N (V2-1+v3)(1-v3+V2).
Megoldas

V2 -1+3)1-V34+V2)=V2-V6+2-1+V3-V2+/3-3+V6=-2+2/3.

Igaz-e barmely x és y val6s szam esetén: \/X =YX2
Yooy

Megoldas

Nem igaz, csak ha x =0, és y > 0.

Végezziik el a miiveleteket!

a) (Va+vb).
Megoldas

HaaZO,ésbZO,akkor(\/§+x/B)2=a+b+2@.

b (Ve —Vd)'.
Megoldas

HacZO,éstO,akkor(x/——«/a)zzc+d—2x/a.



9. A NEGYZETGYOKVONAS AZONOSSAGAINAK ALKALMAZASA 1.

O (Vx =y +7z).
Megoldas
HaxZO,yZO,észZOakkor(/7—\/;+«/;)2=x+y+z—2m+2\5—2 yzZ.

Mely egyenléségek azonossagok?

a) V(x+5)=x+5.
Megoldas

Nem azonossag, csak ha x + 5 =0, azaz ha x = -5.

b) va*+2a+1=a+1.
Megoldas

Nem azonossag, csak ha a +12=0, azaz ha a =—1.

(b-3)=[b-3l
Megoldas

Azonossag.

d Jy’—6y+9+y—3=2(y—3).
Megoldas

Nem azonossag, csak ha y = 3.

2
e = HC 2o _CHECSJF 25 =c+5.

Megoldas

Nem azonossag, ./ < CHEC; 25 _ =+vc—5,hac>5.

9. A NEGYZETGYOKVONAS AZONOSSAGAINAK
ALKALMAZASA 1.

m Végezziik el a miiveleteket!

a) V2(V/3-v2)-v2(/3 +/2).
Megoldas

V23 —v2) = V23 +V2) = V2[(3 = /2) = (V3 +v2)| = vV2(~22) =

b (V7 =v5) = (V7 +V5)".
Megoldas

(V7 =V5) =(V7 +¥/5V =7+5-24/35 -7 —5—2/35 =—4/35.
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o (V8 -v2)+(V8 +v2).
Megoldas

(Ve —v2V+ (V8 +v2) =8+2-2/16 +8+2+2/16 = 20.

d V2(V/3-v5)+v3(/5-V2).
Megoldas
V2(/3 =¥5)+V3(/5 =v2) = /6 =10 + /15 = /6 = V15— /10 ~ 0,71.

m Végezziik el a mlveleteket!

13 -+5
a) Y22 =¥ 2 (gyoktelenitsik a szamlalot).

13 -5
Megoldas
J3-Y5 _ Ji3-J5

_ 1
B3-5 ~ (JT3++/5)/13-v5) J13+75

S /a
b) % (gyoktelenitsiik a szamlalot).

Megoldas
V20 +4/8 _ V20 + /8 1

20-8 (V20 +/8)(Y20—¥8)  ¥20-78

o V3 5
V50 V10

Megoldas

V45 . /5 _ /45 V10 450 9 1
N = . = _— = —:3 —=.

e =i =3 =38

Allapitsuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat!
a) vhba—8.

Megoldas

Ertelmezett, ha 5a — 8 >0, a > %

b) vIk*+12k + 4.

Megoldas

9k’ +12k + 4 = (3k + 2), ezért minden k € R esetén értelmezett.

o v(b+D(c+5).

Megoldas

Ertelmezett, ha (b —1)(c + 5) > 0, vagyis ha b < 1és ¢ <—5,vagy b > 1és ¢ > 5.



9. A NEGYZETGYOKVONAS AZONOSSAGAINAK ALKALMAZASA 1.

4
) 2Xx+ 5"

Megoldas

No|ut

= _4 S >_
Ertelmezett, ha T 0, azaz ha x =

y+1
e) )/_—8

Megoldas

y+1>

Ertelmezett, ha /=82 0, azaz, ha y =1, vagy y > 8.

“ Alakitsuk szorzattd a kifejezéseket! Ahol sziikséges, a szorzat alakhoz adjuk meg az értelmezési tar-

tomanyt is!

K2 a) V6 +v2.
Megoldas

V6442 = /2(v3 +1).

K2 b) v21-+15+ V6.
Megoldas
V21 =15 416 = /3(47 =5 +2).

K2 ¢) V50 + 314 —2/46.
Megoldas
V50 +3V14 —2/46 =V2(5 + 3v7 —2v/23).

E1 d) vab —vac ++ad.
Megoldas
Vab —vac +vad =Va(vb —vc ++d),haab,c,d=0.

E1 e vx —x+,/2xy.
Megoldas

ﬁ_x+m=ﬁ(1—&+@),hax,y20.

E1 f) 3va’bc — 2+ ab’*c +vabc?.
Megoldas

3V a’bc — 2+ ab*c + vabc? = vabc(3va —2vb ++/c), ha a,b,c> 0.
E1 @ /pq —rs+yqr—/ps.

Megoldas

PG = /15 /a7 =B = B4 —V3)+ /7(/q = /3) = (Ja =3/ + 7).
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A szorzatokat frjuk 6sszeg alakban, ha lehet, végezziink 6sszevonasokat!

&) (Va+vb)(Va-vb)+(Va-Vb).
Megoldas

(Va+vb)Va—-vb)+(Va—vbY=a—-b+a+b—2/ab=2a—2vab,haab>0.

b) (Va+b—vb)(Wa+b+Vb)~(a +Vb)"
Megoldas

Ha a,b = 0, akkor
(Va+b-vb)(Wa+b+vb)-=(Va+vb)=(a+b)—b—a—2Vab—-b==2/ab—b.

c) /x—¢7~\/x+\/?.
Megoldas

Hax>,y,y>0

=y Axedy ==y dy) ==

10. A NEGYZETGYOKVONAS AZONOSSAGAINAK
ALKALMAZASA 1.

Fuggvénytablazat és szamologép haszndlata nélkil dllapitsuk meg a kifejezések nagysagviszonyat! Hozzuk
egyszer(ibb alakra a kifejezéseket, alkalmazzuk a ,bevitel a gyokjel ald” modszert!

3v/54; 1V48; 3-4/150.
Megoldas

\/%‘:x/g; \/%zﬁ; %:@.
V3 <V6 =v6.

irjuk egyszer(ibb alakba a kifejezéseket! Alkalmazzuk a ,bevitel a gyokjel ala” médszert! Adjuk meg az ér-
telmezési tartoményokat!

K1 a)3~ﬁ.
gVp

Megoldas

g/iz @fﬂ:/émﬁ>a
qvp q/ p 9’ °q
K1b)mn/%.

Megoldas

mn /%z /(mn)2~%:1/m3 =m+vmn,hamn=>0,n#0.



10. A NEGYZETGYOKVONAS AZONOSSAGAINAK ALKALMAZASA II.

K1 ¢ xy\/%+%.
Megoldas

+ X
Ha x,y > 0, akkor xy /%+% = \/((xy)2<%+%>> = \/(xy)zyv = /xy(x+vy).
a+b /a’—2ab+b’
KD Ao

Megoldas

Ha x,=-1, és Ztg > 0, akkor

_24
13

K2 e) (a—b) /ﬁ.

Megoldas

2 2(a — b) 2(a—b
Haa>b/akkor(a—b)\/E=\/(a+(b)(azb) :\/ (a+b)'

irjuk egyszer(ibb alakba a kifejezéseket! Alkalmazzuk a ,kihozatal a gyckjel al6l” médszert! Adjuk
meg az értelmezési tartomanyokat!

X2:

a) V50; b) V/8; 0 V243; d) va’; e) V/32b%; H V128,
Megoldas

a) V50 =5v2; d) va’ =ava,haa>0;

b) V8 =2v2; e) v32b° = 4b*v/2b, ha b > 0;

0 V243 =9Y3; f _14(2V7 + 7, hac=>0.

Végezziik el a mUveleteket!

K1 a) 2v/18 + 38 + 3v32 - /50.
Megoldas

2/18 +3V8 +3vV32 -V50 =6V2 +6V/2 +12/2 —5/2 =19/2.

K2 b) 5\/g+%x50—%\/?

Megoldas

5/2+v20-3/F -5+ /5-1/5 =305,

K2 ¢ 6av63ab’ —3v/112a°b> + 2abv/343ab — 5b+/'28a°h.
Megoldas
Ha a=>0, b= 0, akkor
6av'63ab’ — 3y 112a’b’ + 2ab+/343ab — 5bv/28a’b =
= 18abv/7ab — 12abv/7ab + 14ab+/7ab — 10ab+/7ab = 10abv/ ab .




1. ALGEBRA

Gyoktelenitstik a tortek nevezdit, végezzik el a miiveleteket!

7 4 5 a X
Kl a) -—; Kl b-—~—;, Kio-2; K d-L; K
a) ﬁ/ )\/?/ C) &/ )ﬁ/ e)\/y
Megoldas
7 _7Y2. 4 _4V3 5 _5Vx :
a)ﬁ—T, b)ﬁ_T, C)ﬁ— X ,hax>0,
d d :aﬁ, L: \/y h >
)ﬁ v e)fy y v hay 0
1 4 n . k
K2f) ——; K2g ——; K2 h) ——1 ;K2
EEL ¥ 57 VU G
Megoldas
1 Y21 4 3+
: =2 -1 2
) T2 V2 2 g)ﬁ—2f 2 43 +2)
. n .«/E+4_”(\/E+4).
h)HamZO,esm;é16,akkor\/E_4 mta= m—16
. ) ) k(v't
) Hat=>0,ést#s”, akkor ﬁk—s./@izz (t_:;s);
S 7V3 =5V11 V5242 va+b—vya-b
K2 ) LY2—2v 1. K2 k) Y2 —<V< . K2 |
D osss— 7 UENCIWEY ) Jaxb+vab
Megoldas
) 7V/3-5v/11 8V/3+7/11 _7-8-3+49+/33 —40v/33-35-11_ 217 - 9v/33 .
V37711 83+ 7V 192 =539 BTV
p V5-2v2 3V5+4v2 _ -2/10 -1,
3v5 —4v2 3V5+4V2 3
p Yatb-va-b Ja+b-va-b _(at+b)-2va’-b*+(a-b) _a—ya’-b
Ja+b+va—b Yatb—va-b (a+b)—(a—>b) b '
1 2+v6—v2
BHlm————; E1
W V345 Y Ve+v2
Megoldas
m) 1 (V2+43)- f _Y2+v3-V5 Ve 2f+3f—ﬁ
V24+V3+V5 (V2+V3)- 5+246 -5 V6 12
p 2+V6-v2 (2-V6 - fZ) ~4/2  8+4vY6 _-32/2-16¥12 _ /5, /3.
2-V6+v2 2-V6-+v2) 10-4V/6-2 8+4/6  04-96 '
1 a
El 0 ——; E2 p) ——;
3442 P b+ ve
Megoldas
1 V3+V2 _V/3+4V2 3-V2 _3V3+/2-Ve+2/2.
OV 3idI 3i/2 3472 3-42 7 ’
p) Ha b*>> ¢ > 0, akkor
a _\/b-l-\/z:a\/b-l-\/? b-Vc ab«/b+x/z—a\/bc+c/—
Vb+vc vb+ve  b+vc b-vc o b’ —c



11. AZ n-EDIK GYOKVONAS AZONOSSAGAI

m Oldjuk meg az egyenletet!

V16X +16 —VIX+ 9 +Vax +4 =16 —Vx +1.

Megoldas

Ertelmezési tartomany: x >—1.
Alakitsuk at az egyenlet bal oldalat:

V16X +16 —vVIX + 9 +Vax + 4 = 4Vx +1=3Vx+14+ 2Vx +1=3"Vx +1, tehét

3vx+1=16 —vx+1
Vx+1=
x =15

A kapott gyok megfelel a feltételeknek.

7 E1 Allapitsuk meg az 5x* — 6xy — 2y” kifejezés értékét, ha

342, Y342,
J3-V2 V312
Megoldas

xX*=49420V6, y*=49-20V6,  xy=1,tehat
5x% — 6xy — 2y* = 5(49 + 20v/6) — 6 — 2(49 — 20v/6) =141 +140v6 .

m Hogyan tudnank tgyesen kiszamolni az aldbbi kifejezést:

L I IR T 5
J1+V2 V243 V3 +V/4 V99 + /100
Megoldas

1 V-V _ V2141
WE T b pav e pawva R

: 1 J/3-V2_J/3-42
f+f V24V Viov2 o 1

_ 1 J/i00-99 _ /100 -+/99
To5+ 7105 = 735+ 7105 7100 — /o T

Osszeadéskor a kozbiilsé tagok kiesnek, az eredmény:

Gyoktelenitiink:

/ng.

11. AZ n-EDIK GYOKVONAS AZONOSSAGAI

1. E1 Szamitsuk ki a kifejezések értékét!

a) V64; b) ¥ —64; o Y16; d) ¥/5°%; e V2",
Megoldas

a) Vo4 = 4; b) ¥—64 =—4; ¢ 416 =2; d) 58 =5% e V2" =2°
2 F1 Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat!

a) Va;
Megoldas

¥ a értelmezhets, ha a €R;
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b) V/b;
Megoldas
b értelmezhetd, ha b > 0;
o ¥3c-4;
Megoldas
%3¢ — 4 értelmezhetd, ha ¢ € R;

d) %2d-8;
Megoldas
% 2d — 8 értelmezhetd, ha d > 4.
3. E1 Szamitsuk ki a kifejezések értékét!
a) V2-V12-%9;

Megoldas
V2-3¥12-¥9 =%¥216 = 6;

b) %56 -3/63-%/21;
Megoldas
V56-V63-V21=%72°7-32.7-3 = 42;

25 5 /4 5/10.
O Vi T Vi B Vi o
Megoldas

3/53/?3/&:3/1000:&
3°V3 3 33 37

d) V81:%3;
Megoldas

%/81:¥/3 =%81:99 =49 =¥/3.

m irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével a kifejezéseket, majd szamitsuk ki szimolégép nélkiil az értékiiket, ha
lehet!

a) ¥,
Megoldas

2/3 224 :6 224 :24:16,
b VT

Megoldas

VYT =07 2 74 2 a0,
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c) v”ﬁ;

Megoldas

VAT = =,

d) v/3-¥9;
Megoldas

V349 =43 9 =T = 343,
& V2Y2-V2;

Megoldas

3\/5_45_\/’212 24.12 23_12‘/?:12‘/F:212\/5.
Adjuk meg a kifejezés értelmezési tartomanyat és legegyszer(ibb alakjat!
a) 5%2a-2%/8a%;

Megoldas

54/2a-2%/8a° értelmezhetd, ha a > 0;

5%/2a-2%/8a° =10%/16a* = 20a;
b) ¥b*-4/b*-%/b?;

Megoldas

Vb2 /b -%/b® értelmezhetd, ha b = 0;

Wb VBB = W BB = Wb = b/,
o vc-¥2-43c;

Megoldas

V¢ -¥2c-%3c értelmezhets, ha ¢ > 0;
Ve V2e 43¢ =324 ¢t 33 = '3/432¢" = ¢4/ 432c;

d (Vd" VP
Megoldas
("W d": % P) értelmezhetd, ha d = 0;
(W@ AP = (1 6] = (Ve = =V

&) 3/ ab"
Megoldas

VA al'b® értelmezhets, ha aeR, b €R;
5/3 /a30b60 — 15 /a30b60 — a2b4




1. ALGEBRA

12. AZ n-EDIK GYOKVONAS AZONOSSAGAINAK
ALKALMAZASA
m Vigylk be a gyokjel el6tti szorzétényez6t a gyokjel ala!
. . 1 . 2, /27
a) 28; b) 3%2; 05 V5; d 34/ %5
Megoldas
/128 . 1. 2
) V128; b) ¥/486; 9% 55 /2.
2 E1 Vigylk be a gyokjel el6tti szorzétényezét a gyokjel ala!
3 /0. c,/d. 1 . mn
a) ab¥a’b b)d6/c2’ o) (e +f)4 e+f/d)(m+n)3 m+ P
Megoldas
3 /504 ct, 3 mn
a) ¥a’b*; b)6‘/d3’ o 4(e+f); d) 3 i np
3. E1 Vigytik a gyokjel elé a lehetséges szorzétényezéket!
a) W81; b) V64 0) ¥64; V2T /4
Megoldas
a) 3-%3; b)2-%4=2+2;02%2; d)14-'V28; e)%ﬁ\/%.

Vigyiik a gyokjel elé a lehetséges szorzétényezét!

a) ¥a - b'°; b Ychd e, o/ pght d) By,
Megoldas

a) ab?-%a’; b) cd’e® ¥/ cde?; ¢ pq-&/pq’; d) xy? -0+ xy?.

Végezziik el a miveleteket!

a) (V3 -¥9 +427)-V3.
Megoldas

3-3-93+3-43.

b (Va-¥al +Va'),
Megoldas

a+a-Va+ava—-2a%a+2a-4a-2a'%a.

o (Wb =b)-(Vb* +¥b).
Megoldas
b*-%b +%b° —b*-4/b* — b4/ b°.

o[-0 3T ),
Megoldas

k—%k~W—3k~W+3k%“/F.
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m Vélasszuk ki az allitdsok koziil az azonossagokat!

a) Wa'=Vava’, a=0;
Megoldas

Azonossag.

b) ¥b*3¥b =%b".

Megoldas
Nem azonossag: %/ b*-%'b = *%/b°.

Megoldas

Nem azonossag: ¥ c?-v/c -¥/c? =%/,

d ¥d +¥d =Vd.
Megoldas

Nem azonossag.

13. A NEGYZETGYOK FUGGVENY

m Rajzoljuk meg a kovetkezd fliggvények képét értéktablazat segitségével!

a) x—vx —4; o x—1—-vVx—4;
b) X ——2vVx + 4; d x—+v4—x.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen transzforméciét kell végrehajtanunk az x — v/ x figgvény képén,
hogy megkapjuk a végeredményt!

Megoldas

a) Készitstink tablazatot! Mivel a fliggvény értékkészlete a nemnegativ szamok halmaza, és a
gyokvondast végezziik el el6szor, ezért a négyzetszamokat fogjuk behelyettesiteni.

X 0 1 4 9 16
Vx 1 2 3 4
Jx -4 -4 -3 -2 —1 0
y A
\x'
— / >
I/

A négyzetgyok fuiggvény képét 4 egységgel eltoltuk az y tengely mentén negativ irdnyba.
ET = RY, EK = [4; oo
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b) Készitstink tablazatot! Mivel a fliggvény ér-
1 L , 0 1 4 9 16
tékkészlete a nemnegativ szamok halmaza,és
a gyokvonast végezzik el el6szor, ezért a |V x 0 1 2 3 4
négyzetszamokat fogjuk behelyettesiteni.
By 8 Y 2Yx+4 | 4 | 2| o | 2 | -4

-2

ET = RY, EK = ]-o0; 4]
A négyzetgyok fliggvényiinket el6szor megnydjtottuk kétszeresére, utdna tiikroztiik az x tengelyre, majd
feljebb toltuk ( az y tengely mentén pozitiv irdnyba) 4 egységgel.

©) Mivel csak 4-et, vagy anndl nagyobb szamot lehet behelyettesiteni a képletbe, ezért csak ezeket irjuk a
tablazatba.

X 4 5 8 13 20
x—4 0 1 2 3 4
1-vVx—4 1 0 1 ) -3

ET = [4; ool, EK = ]-o0; 1]
A négyzetgyok fuggvénylinket el6szor eltoltuk jobbra 4 egységgel (az x tengely mentén pozitiv irdnyba),
utana tiikroztiik az x tengelyre, majd feljebb toltuk (az y tengely mentén pozitiv irdnyba) 1 egységgel.

d) A négyzetgyok jel alatt csak nemnegativ szam allhat, tehat
4—-x=20 /+x
4 = x, vagyis a képletbe csak négyet vagy annal kisebb szamot lehet behelyettesiteni.

X 4 3 0 =5 =12

4 —x 0 1 2 3 4
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ET = Jo0; 4], EK = [0; +oo
A négyzetgyok fliggvénylinket elészor tikroztik az y tengelyre, utana eltoltuk jobbra 4 egy-
séggel (az x tengely mentén pozitiv irdnyba).

m Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket grafikus médszerrel!

a)g—fzo; 0 V2x—1+42x=13;
b) Vx+1+x=75; d) vx =x2.
Megoldas
a) El6szor atalakitjuk az egyenletet.

F=Vx=0 /+Vx;

X2V,

Az egyenlet értelmezési tartomdnya a nemnegativ
szamok halmaza. Itt fogjuk abrazolni a két fliggvényt.
A metszéspontok M, (0; 0), M,(4; 2). Ez az jelenti,
hogy a megoldédsok az x, = 0, x, = 4. Ezeket az ere-
deti egyenletbe torténé behelyettesitéssel el-
lendrizni kell.

b) Elészor atalakitjuk az egyenletet.

VX+T+x=5 /-
vx+1=5-x

Az egyenlet értelmezési tartomanya a [-1; oo in-
tervallum. Itt fogjuk dbrazolni a két fuggvényt.

A metszéspont M(3; 2). Ez az jelenti, hogy a meg-
oldas x = 3 lesz. Ezt az eredeti egyenletbe t6rténd
behelyettesitéssel ellendrizni kell.

©) El6szor atalakitjuk az egyenletet.

V2X =1+ 2x =13  [-2x;
V2x—=1=13 — 2x.

Az egyenlet értelmezési tartomdnya a [0,5; ool. Itt
fogjuk dbrazolni a két flggvényt.
A metszéspont M(5; 3). Ez az jelenti, hogy a meg-
oldas az x = 5. Ezt az eredeti egyenletbe torténd
behelyettesitéssel ellendrizni kell.




1. ALGEBRA

d) vx =x°
Az egyenlet értelmezési tartomanya a nemnegativ szamok
halmaza. Itt fogjuk abrézolni a két fuiggvényt.
A metszéspontok M, (0; 0), M,(1; 1). Ez az jelenti, hogy a
megolddsok az x, = 0, x, = 1. Ezeket az eredeti egyen-
letbe torténd behelyettesitéssel ellendrizni kell.

R 7

X, =0 XZ':1

Keresstik meg az alabbi grafikonok koziil a kovetkezd fliggvények megfelelGit!
f(x)=vx+9; g(x) =-2vx +2; h(x)=v1—-x—1; i) =x-v|xl.

() y ) yA

(4;8)

i /

(—4;-8)

= /

Az elsé grafikon olyan fuggvénynek a képe, aminek az ET-je ]-oo; 1]. Ez csak a ,h” fiiggvény lehet.
A mésodik fiiggvény ET-je [0; ool. Ez csak a ,g” fiiggvény lehet.

A harmadik fiiggvény ET-je [-9; ool. Fz csak az ,f” fiiggvény lehet.

igy a negyedik fuggvény csak az ,i” lehet.
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14. AZ INVERZ FUGGVENY FOGALMA

n Rajzoljuk meg a kovetkezé fuggvények képét! Keressiik meg az inverz fliggvényt, és rajzoljuk
meg annak képét is!
K1 a) f:[-2; 3] - [-2; 8], x—2x + 2; E1 ¢ h:[0; 9] — [-3; 0], x — +/x — 3.
K1 b) g: [-3; 01 - [0; 9], x —x%;

Megoldas
a) Az inverz fliggvény képlete 7
y=2x+2 /-2 1
y-2=2x /2 2x+2
y—=2 _ -1 _x=2
7 =X =f(x) = 7
f4;[—2;8]—>[—2;3],x—>x;2. s
i /
5 >
“ 1 D,
D,
b) Mint tudjuk a négyzetre emelés inverz mivelete a gyokvonas, yA
ezért 9"
g':10; 9] - [-3; 0], x — —v/x X! 1
R,
14
\“::::::::: =
oN_ 1 9 X
o, | ] D,
R, 1
W
©) Az inverz fuggvény képlete? A PR
y:f_3 /+3 9l y:x///
y+3=vx N2 [ (x+3) /,/
(y + 3?2 =x=h"(x) = (x + 3)? T 7
Tehat R T 7
h:[=3; 0] = [0; 9], x — (x + 3)% 1
//
7
1 //
7/
//. T S S .\/X—‘._?). a
ol 1 — 9 x
D"/'/ _/ D,
// R; i 4
7/
7/

m Keresstink olyan fliggvényeket, amelyeknek inverze 6nmagal
Megoldas

f(x) =x, g(x) = = + 5, h(x) = %
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a) Az f fuggvényrél a kovetkezdéket tudjuk: D, = {1, 2, 3, 4, 5}, R. = {1, 2, 3, 4}. Invertalhat6-e f¢ Hany
ilyen fliggvény van?

Megoldas

Biztosan nem invertdlhatd, mert lesz olyan fliggvényérték amit kétszer is felvesz . A skatulya-elv miatt az
allitas nyilvanvalé.
Nincs ilyen fiiggvény.

b) Az f fuggvényrél a kovetkezéket tudjuk: D, = {1, 2, 3,4, 5}, R. = {1, 2, 3, 4, 5}. Invertalhat6-e f2 Hany
ilyen fliggvény van?
Megoldas

Biztosan invertalhatd, mert D-nek és az R-nek ugyanannyi eleme van, tehat minden D-beli elemhez
pontosan egy R-beli tartozik.
5-4-3-2-1 = 15! =120 parba éllitas lehetséges.

c) Az f figgvényrdl a kovetkezdket tudjuk: D, = {1, 2, 3, 4, 5}, R. = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Invertdlhat6-e f?
Hany ilyen fliggvény van?
Megoldas
Nics ilyen fuiggvény. Az R-nek nem lehet tobb eleme mint D-nek.
Nincs ilyen fliggvény.
Keresstink olyan fuiggvényeket, amelyeknek értelmezési tartomanya a [0; 1], az értékkészlete pedig a [0; 4]
intervallum! Vizsgdljuk a fliggvényeket az invertalhatésdg szempontjabol!
Megoldas

1

Pl: f(x) = 4x fliggvény j6. Szigordan monoton né. f'(x) = 4

x. Hasonlé okok miatt a g(x) = 4x* is meg-

felel.
Szamtalan mas megoldas is elképzelhetd.
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15. MASODFOKU EGYENLETEK MEGOLDASA
SZORZATTA ALAKITASSAL

Alakitsuk szorzatta az aldbbi mésodfoki kifejezéseket az elséfokd tagok megfeleld széttagolasa-
val!

a) X+ 5x + 6.
Megoldas

X4 22X+ 3x+ 6 = x(x+2)+ 3(x + 2) = (x + 2)(x + 3).

b) x*+ 6x + 8.
Megoldas

Az a) esethez hasonléan (x + 2)(x + 4).

o x> —10x + 21.

Megoldas
(x =3)(x=7).

d) x>+ 2x — 35.
Megoldas
(x=5)(x+7).

Szorzattd alakitds segitségével hatarozzuk meg az alabbi masodfokd egyenletek gyokeit!

K1 a) x’+ 7x+10 = 0.
Megoldas

X+ 7x+10=(x+5)(x+2)=0 = x,=-2 x,=-5.

K1 b) x’—=x—12=0.
Megoldas

X, =4 x,=-3.
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K1 o 2x’+8x+6 = 0.
Megoldas
2x+3)(x+T)=0 x,=-3 x,=-1

K1 d) —x*+2x+3 =0.
Megoldas

=3 Xx,=-1

2, 11 3
K2 e) X +mx+m—o
Megoldas
2 M 3 _ o0 5 .6 3 LN AW LY S
X +WX+W—X +,|0X+,|OX+,|0—X<X+10>+10<X+2>—(X+2><X+10),
__1 _6
XN==% X%="7g
2, 10 1
K2 f) X +ﬁX+479—0
Megoldas
1 -3
Xi==57 X="%F.
K2 g —2x*+4x +30 = 0.
Megoldas
X, =5 x,=-3.
3. K1 Irjunk fel olyan masodfok egyenletet, amelynek megoldasai:
a) 3, 4;
Megoldas

Az x —3 =0 egyenletnek a 3, az x —4 = 0 egyenletnek a 4 megoldésa, a szorzatuknak, azaz az
(x — 3)(x — 4) = 0 egyenletnek mindkét szdm megoldasa, és az egyenlet masodfokd.

Felbontva a zaréjelet, az x> — 7x +12 = 0 egyenletet kapjuk. Tetsz6leges 0-tdl kiilonb6zé szammal
beszorozva a gyokok megegyeznek a x> — 7x +12 = 0 egyenlet gyokeivel.
b) 2, -5;
Megoldas
(x—=2)(x+5)=0;

o) % 3;
Megoldas

<x—%>(x— 3)=0vagy (2x—1)(x—3)=0;
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d -3, 3
Megoldas

(4x + 3)(3x — 5) = 0 vagy més alakban 12x* —=11x —15 = 0.

16. MASODFOKU EGYENLETEK MEGOLDASA
TELJES NEGYZETTE KIEGESZITESSEL

Alakitsuk teljes négyzetté az alabbi masodfoku kifejezéseket!

a) x> =10x + 25.
Megoldas
(x — 5Y.

b) x* —10x + 28.
Megoldas
(x—5Y + 3.

o) xX*+6x+12.
Megoldas
(x +3) + 3.

d) x*+ 32x + 250.
Megoldas
(x +16Y — 6.

e) X+ 5x +10.
Megoldas
(x + 2,57+ 3,75.

H x*—=3x+1.
Megoldas
(x—1,57—1,25.

g 2x* + 8x + 34.
Megoldas
El6szor emeljiink ki 2-t, 2(x* + 4x +17) majd a zar6jelben 1évé kifejezést alakitsuk szorzatta.
2(x + 2) + 26.

h) —x* —12x — 35.
Megoldas

—(x+6y+1.
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m Oldjuk meg az alabbi egyenleteket teljes négyzetté torténd atalakitassal.

a) x>+ 8x+16 = 0;
Megoldas

(x+4Y=0 = x=-4.

b) x*—6x+5=0.

Megoldas
(x=3y—-4=0;
(x =3V =4;

[x=3[=2 = x-3=2vagyx-3=-2;

Igy tehdt x, = 5 és x, =1.
¢ x*=10x — 56 = 0;

Megoldas

A b) részben leirtak alapjan (x =5 —81=0 = x,=14 x,=-4.
d) xX*+2x+6 =9.

Megoldas

(X+1)2—4=0; X, =—3ésx,=1.
e) x*+ 40 =184 —10x.

Megoldas

(x+5f =169 = 0, ebbdl x, = 8 és x, =—18.

) 2x*=x—-3=0.

Megoldas
¢ 25 _ i 3
2<X—Z)—E_O,ebbolx1_2esx2_ 1.

g —2x*—10x + 28 = 0.

Megoldas
—2[(x +2,5Y - 20/25] = 0 gyokei: x, =2 és x, =—7.

Lesz-e egész megolddsa az alabbi masodfoki egyenleteknek?
2x*+(@—-2)x+b=0,ha

a) a=-14, b =30.
Megoldas
Helyettesitsiik be az a és b értékét, majd alakitsunk szorzatta.
2x* —=16x 4+ 30 = 0;
2[x* - 8x+15] = 0;
2[(x — 4y —1] =0;
(x —4Y =1;
X, =3, X,=5.

Ebben az esetben tehat az egyenlet gyokei egészek.
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b)a=-5b=3.
Megoldas
A megoldandé egyenlet:
2X2—7x+3=0;
A teljes négyzetté alakitott egyenlet
2[(x=1,75) =1,5625| = 0;

=1
1 2/
Ebben az esetben nem egész szam mindkét gyoke az egyenletnek.

X X, = 3.

ca=27, b=33.
Megoldas

Behelyettesités utan kapjuk:
2% 4+ 25x + 33 = 0;

Atalakitva
25\ _ 361 :
(x + T) =36 egyenletet kapjuk.
Az egyenlet gyokei:
X :—%, X, =—11.

Ebben az esetben nem egész szam mindkét gyoke az egyenletnek.

17. A MASODFOKU EGYENLET
MEGOLDOKEPLETE

m Oldjuk meg a kovetkezé egyenleteket a megoldéképlet alkalmazésaval!

a) X>—5x+4=0.

Megoldas
As x = —bivzbaz—4ac

2= megoldoképletet alkalmazva

a=1,b=-5c=4;

!

o () Y(=5) =414 5442516 _5+3
1,2 21 - 2 - 2

b) 5x* —3x —21 = 0.
Megoldas
a=5b=-3,c=-21;
D =b’—4ac=9+420 =429 > 0;

—b+vb*—4ac _3++/429 _3+v429~237 _3—-4/429
2a - 10

X, = , X = 10 =~ 2,37, Xx,= 10 =-1,77.
Ellendrzés

Ellendérzéskor a pontos értékkel szamoljunk!

Ha x, = %, akkor
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(3444297 . 344429 . 4384 6Y429 9 +3/429 ~
5 10 )3 90 ~21=> 00 10 =

_ 2190 + 30v 429 — 90 — 30v 429 _
= 100 —-21=0.

Ha x, = 3-v429 _10429 , akkor

5 3—\/429>2_3.3—\/429 91 _5.438-6Y429 9-3/429 ., _
10 10 B 100 10 -

_ 2190 —30v429 — 90 + 30+ 429 —21=0

100
Tehat a kapott gyokok valdban kielégitik az egyenletet.

o BC
Megoldas
a=2,b=10,c=-12;
x, =1, x,=—6.

d) %x2+11x—21 - 0;

Megoldas
a=1 b=11c=-21;
2’ ’ ’

x,=—11+ 163 ~ 1,767;

X, ==11—-+v163 =-23,767.

Megjegyzés: Ha az egyenletet beszorozzuk 2-vel, a gyokei nem véltoznak, viszont egész szamokkal dol-
gozhatunk.

e v3x'=3v/3x+v12=0.
Megoldas
a=+v3,b=-3V3, c=v12;
=2, x=1

Megjegyzés: v 3 -mal végigosztva az egyenletet konyebben szamolhatunk.

) 2x*—6x+10 = 0.
Megoldas

A gyok alatti szam negativ, ezért nem végezheté el a gydkvonas a valés szamhalmazon, igy nincs meg-
oldasa az egyenletnek.

11 1

2 —
g) 2x —€X + 3= 0.
Megoldas
1 2
X1:Z’ X2:§.

m Oldjuk meg az alabbi egyenleteket megoldoképlet alkalmazésa nélkl!
Megoldas

A hidnyos masodfoki egyenleteknél el6szor O-ra rendeziink, majd szorzatta alakitassal gyorsabban meg-
hatarozhatjuk a megoldésokat (ha létezik gyoke az egyenletnek).

A szorzatta alakitasnal kiemelést, illetve az a> — b* = (a — b)(a + b) azonossagot alkalmazhatjuk.
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a) x*—25=0.

Megoldas

b) 2x* =512 = 0.
Megoldas
X, =16, x, =-16.

o x*—6x=0.
Megoldas
X(x—6)=0

X, =0, x,=6.

20,4
d)§X +§X—O

Megoldas

e) 5x* =10x.
Megoldas

X =0, x,=2.

) 3x*+ 8x = 5x — 4x°.
Megoldas

7xX*+3x=0; x(7x+3)=0.

g x(x=7)=2x"+11x.
Megoldas
x;, =0, x,=—18.

3. K1 Hatérozz/u}k meg az alabbi masodfoku egyenleteknek a gyoktényezds alakjat a megoldoképlet
felhasznélasaval!

a) 2x* —4x—-30=0.
Megoldas
Az egyenlet gyokei: x,=-3; x,=5.
Haszndljuk fel a masodfokd egyenlet gyoktényez6s alakjit a(x — x;)(x — x,) = 0, ahol x,; x, az
egyenlet gyokei.
Ennek alapjan 2(x — 5)(x + 3) = 0.
b) 2x> +17x + 21 = 0.

Megoldas

Az egyenlet gyokei: x, = _3

5 X, =—7
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A gyoktényez6s alak:
3
2<x + 7)(x +7)=0.
¢ 3x*+5x—3=0.
Megoldas

Az egyenlet gyokei x, = , a gyoktényezds alak

—5-v61 _ _ -5+461
=T 6

6 ' %

3(x+5+g/a)<x+5_6‘/a> 0.
d) 5x*=3x =21 = 0.

Megoldas

Az egyenlet gyokei:
_3+4/429
10

12~

A gyoktényezds alak
5<x 3 —1¢O429 )(X 3 +1¢0429> 0.

e) 11x*—8x+6 = 0.
Megoldas
A masodfoki egyenletnek nincs gyoke, ezért nincs gyoktényezds alakja sem.

“ Alakitsuk szorzatta az alabbi masodfoku kifejezéseket a gyoktényezds alak segitségével!

K1 a) x> —6x+ 5.
Megoldas

Oldjuk meg a x*— 6x + 5 = 0 egyenletet. Gydkei: x,=1, x, = 5.
Felhasznalva a gyoktényez6s alakot:
x> —6x + 5 = (x — 5)(x — 1) a keresett szorzat.

K2 b) 6x* — 37x — 60.

Megoldas
Oldjuk meg az egyenletet.
A gyokok: x, = 175, X, = —%.

A gyoktényezés alak:

6(X+%>(X—175>= 0
4 15

lgy a szorzattd alakitds 6x* — 37x — 60 = 6<x + §)<x - 7) = (3x + 4)(2x —15).

K2 ¢ —30x*+19 +%.

Megoldas
Az —30x’ +19x + Z = 0 egyenlet gydkei: x, = —-L  x, = .-
5 BYCNICLEYOREr: X ==15, % =1q-
A szorzatta alakités:
30 +19x + £ = —30<x + i)(x - l) = (15x +1)<Z - 2x>
5 15 10 5 ’
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Az egyenlet gyokeinek meghatdrozasa nélkil allapitsuk meg, hogy a valés szamok halmazéan hany
megoldasa van az alabbi egyenleteknek!
K1 a) x*+8x—33 =0.

Megoldas

A feladatban a diszkriminéns eléjelének megvizsgdldsaval megadhatjuk a valaszt, ugyanis
ha a diszkrimindns pozitiv, akkor két valés megoldasa van a méasodfoki egyenletnek, ha
a diszkriminans negativ, akkor nincs val6s megoldas, ha a diszkriminans értéke 0, akkor
egy val6s megoldés van.

A diszkriminéns, ahol az a; b; ¢ a masodfoki egyenlet megfelel egytthatéi.

D=(8Y—4-1-(-33)=196 > 0, tehat két valés megoldasa van az egyenletnek.

K1 b) 2x* = 7x + 21 = 0.
Megoldas

= -119 < 0, nincs valés megoldas.

K1 ¢ 12x*—7x — 2 = 4x + 5.

Megoldas

Rendezziik O-ra az egyenletet.

12 =11x =7 =0

D = 457 > 0, két valés megoldas van.
K1 d) 7x* — 40x + 55 = 2x — 8.

Megoldas

D = 0, egy valés megoldas van.

K1 @) x>+ 3x+1=

3 X—7.

3
4
Megoldas

0-ra rendezve, majd a kozos nevezével beszorozva

30x* + 7x + 96 = 0 egyenletet kapjuk.
D < 0, nincs valés megoldas.

K1 ) v2x*++v29x+3v/8 = 0.

Megoldas

D=(v/29Y —4-v/2-3/8 =29 -12/16 = 29 — 48 < 0, nincs valés megoldas.
K2 g x*—(7+v/2 - 3)x+ 332 =0.

Megoldas

D=[-(7v/2-3)-4-3/32=492-42-Y24+9-4-3-4/2=107-90vV2 <0,
nincs valés megoldas.
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Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a val6s szamok halmazan!
Megoldas

A megoldas soran kapott értékeket az eredeti egyenletbe torténé behelyettesitéssel ellendrizzik.

a) (3x +8)(5x = 1) = 6.
Megoldas

Bontsuk fel a zaréjeleket, majd rendezziink O-ra.
15x* +37x =14 = 0.

14 _

A megoldasok x; = 1 =-2,8.

30 %=

275
b) (5x + 6)(2x + 7) =—10x — 5.
Megoldas

Atalakitva
10x* + 57x + 47 = 0, melynek gyokei x,=—1, x,=—4,7.

20 _ o,
C) X+—2 =3x—1.
Megoldas

Tegyuink kikotést: x #—2.
Beszorzas utan a kapott egyenlet:

3%+ 5x — 22 = 0, melynek gyokei x, =2, x,=—5.

__3
d) x—4 = 3 Ax
Megoldas
Kikotés x # 3
T
A gyokok: x, =1, x,=3,75.

5x—=1 x_6
T4 "6 x
Megoldas
24
X; = 3, X, = ﬁ

(x+3)(x+7) , B+5x)°"_8-2
p X 2x n 2x _ 5X—6x.

Megoldas

3x —1 _ 2, Ax+1
g 5 +1_X+ 5

Megoldas

Kikotés: x # 0.
A 0-ra rendezett egyenlet:
7x*+31x — 90 = 0.
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A gyokok:

=2, X=——.

x(x=10) , (x=12)> _ (x=14)*+10
=g +— 6 = 7 :

Megoldas

Atalakitds utdn a O-ra rendezett egyenlet:
5x* —170x +1422 = 0, melynek gyokei:
_ 85+ 115 _85—-+115

= 5 , = .

X X, 5

Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletek megoldasat a természetes szamok halmazan!
Megoldas

Az egyenletek megoldasakor ne felejtkezziink meg a kikotésrdl, és alkalmazzuk a megfelel6 ne-
vezetes azonossagot a nevezd szorzatta alakitaséhoz.

5 , x+4 6x> — 4x — 72
X+1 " 2x—2 2(x2=1)

a)

Megoldas

Kikotés: x #+1.

Szorozzuk be az egyenletet a 2(x —T)(x + 1) k6z6s nevezével.
10(x =1) + (x + 4)(x +1) = 6x* — 4x — 72.

Elvégezve a beszorzasokat és O-ra rendezve kapjuk:

5% —19x — 66 = 0.

! megfelelnek a kikotésnek. Ellenérzéssel meggyézédhetiink

A kapott gyokok x, = 6, x, = _%,

a gyokok helyességérdl.

p 17426 _3x+7_ 2
X+3 x(!—9 3+4+x 3-—x’

Megoldas

Kikotés: x #+3.

Beszorozva a kozos nevezével: (x + 3)(x —3)

(17 + 2x)(x = 3)— 6 = (3x + 7)(x = 3) + 2(x + 3).
0-ra rendezve:

x*=11x+ 30 = 0.

Az egyenlet gyokei x,= 6, x,=5.

o 17x+10 _ 25 65
X=x+1 x+1 X471

Megoldas

Kikotés: x # —1.

Hasznéljuk fel a kozos nevezéhoz az x* +1 = (x +1)(x* — x + 1) azonossagot.
(17x +10)(x + 1) = 25(x* —=x +1) + 65.

0-ra rendezve

8x* — 52x + 80 = 0.

X =—%, X, =—4.
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19. NEM KELL MINDIG MEGOLDOKEPLET!

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket megold6képlet alkalmazésa nélkul!
Megoldas

Minden esetben alakitsunk szorzatta. Hasznaljuk fel a megoldas sorén, hogy egy szorzat akkor és csak akkor
egyenlé nullaval, ha valamelyik tényezéje 0.

K1 a) x*=17x = 0.
Megoldas
x(x—=17)=0, =0, x,=17.

K1 b) 3x> = 5x(x — 4) = 0.
Megoldas
—2x(x—=10)=0, x,=0, x,=10.

K1 ¢ 6x*+ 4 = 2x* + 40.

Megoldas
4x* = 36;
X, =13.

K1 d) 10x* + 28 = 6x” + 25.
Megoldas

4x*> = =3 nincs megoldésa a val6s szamok halmazan.

K2 e Bx—4) +0x+1?=(x+7)*—(2x+3)(2x — 3) — (34x — 8).
Megoldas

Felbontva a zaréjeleket, majd ¢sszevonva:
13x2 — 20x +17 = —3x> — 20x + 66;

16x* = 49;
7
X1,2 =iZ

2. E1 Adjuk meg a c paraméter értékét tgy, hogy a masodfoki egyenletnek ne legyen konstans tagja! Oldjuk
meg az egyenletet a kiszamitott paraméter behelyettesitésével!

a) xX>-5x+3c—-2=0.

Megoldas

3¢ — 2 = 0 kell, hogy teljesaljon.

c=3.

Ekkor az egyenlet x*> — 5x = 0, melynek gyokei
x, =0, x,=5.
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b) 2x* + 8x — 2c = 4x — 7¢ + 9.
Megoldas

Rendezziik O-ra az egyenletet:
2+ 4x+5¢—-9 =0.

Nincs konstans tagja, ha 5c —9 = 0 azaz ¢ = %

Ekkor az egyenlet gyokei:

=0, x,=-2.

o) —x*—Qc—-1Dx+c+5=0.
Megoldas

Rendezve
—x*=2cx+11x+c+5=0.
Nincs konstans tagja, ha ¢ = —5.
Ekkor a gyokok

=0, x,=21

d) x*+c(x —4)+3c = 2cx — 5(x — 2).
Megoldas
Zarojelfelbontas és x csokkend hatvanyai szerinti rendezés utan kapjuk
X*—cx+5x—c—10=0.
Nincs konstans tagja, ha
c=-10.
Ekkor az egyenlet
x> =10(x —4)— 30 =—20x — 5(x — 2);
x> +15x = 0;
x,=0, x,=-15.
3. F1 Adjuk meg a p paraméter értékét Gigy, hogy a masodfoki egyenletnek ne legyen elséfokd tagja!
Oldjuk meg az egyenletet a kiszamitott paraméter behelyettesitésével!

Megoldas

A masodfoki egyenletnek nincs elséfoki tagja, ha az x-es tag egyiitthatdja 0.

a) 2X*+(p-5x—p=0.

Megoldas
p—5=0;
p=>5.

Ekkor az egyenlet 2x* — 5 = 0.
Gyokei: x, , =+ \/g

b) =2x*+px+3x—p—1=0.
Megoldas

p =—3 esetén nincs linedris tag, ekkor az egyenlet —2x*+ 2 = 0, amelybdl x, , =+1.
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o)
Megoldas
Felbontva a zardjeleket:
X+ px—2p+5p=3px—3x+3
Rendezve
X*=2px+3x+3p—-3=0;
xX*=x(2p=3)+3p—-3=0;
2p-3=0; p=1,5.
Ekkor az egyenlet
x*+1,5 = 0; nincs megolddsa a val6s szamok halmazan.

20. A MASODFOKU FUGGVENYEK ES MASODFOKU
EGYENLETEK KAPCSOLATA

m Abrazoljuk fiiggvénytranszformaciok segitségével az aldbbi ma-
sodfokd fliggvényeket!

a) f:x—x% gix—x—4;

hix—x—4)?% lIix—(x—4)7"-2.

Megoldas (ébra)

b) f:x — x*; g X ——x%; h:x — 2x%;
I:x»—»%xz; n:x ——3x%

Megoldas (abra)
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m Teljes négyzetté alakitas utan abrazoljuk az alabbi figgvényeket!

a) f:x— x> —4x + 5.
Megoldas

A teljes négyzetté alakitott alak: f:x — (x — 2Y +1.

b) g:x—x*+ 8x +14.
Megoldas

A teljes négyzetté alakitott alak: g:x — (x +4) — 2.

0 hixw—x*+2x—3.
Megoldas

A teljes négyzetté alakitott alak: h:x — (x + 17 — 4.
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d) I:x ——x>—6x — 8.
Megoldas

A teljes négyzetté alakitott alak: /:x ——(x + 3y +1.

—x+37+1\[

e nix——2x>—4x+6;
Megoldas

A teljes négyzetté alakitott alak: n:x ——2(x +1y +8.

) m:x»—»—%xz—I— 2x +1.
Megoldas

A teljes négyzetté alakitott alak: m:x »—»—%(x —2Y +3.
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3. K1 Adjunk meg olyan masodfokd fliggvényeket, amelynek zérushelyei:

a) 2 és5.
Megoldas
A gyoktényezds alakot felhasznalva a masodfokd a # 0 masodfoki egyenletnek a gyokei 2; 5.
Ekkoraz f:x — a(x — 2)(x — 5) fliggvény tetszbleges a esetén a # 0 a keresett fliggvényt adja.
Példaul a =1 esetén f:x — x* — 7x + 10 fiiggvényt kapjuk.

b) -3 és 4.
Megoldas

Az a) eset alapjan példaul: f:x — (x + 3)(x —4) = x> —x —12.

o -1 és %
Megoldas

f:x—a(x+ 1)(x - %) alaku fuggvények teljesitik a feltételt. Valasszuk most a = 2-nek. Ekkor

a fiiggvény f:x ~ 2(x +1)(x = 3) = 2¢ = 3x = 5 alak.
d) 8 és9.
Megoldas

fix—x>=17x+72.

e) —v2 és0.
Megoldas

f:x—a(x++v2)x. Haa =1, akkor f:x — x>+ v2x.

H V6 —-1és—1—-v6.
Megoldas
Legyen a =1f:x~[x = (V6 —=1)][x = (=1 =v6)].

Elvégezve a beszorzast, x* + 2x — 5 alakot kapjuk.

g 4.
Megoldas

Ha a =1
fixe—(x—4).

m Egy méasodfokd fiiggvény minimumértéke —6, zérushelyei 2 és 6. Irjuk fel a masodfok fiiggvény
hozzarendelési szabalyat!

Megoldas

Mivel ismerjiik a fuggvény zérushelyeit, frjuk fel a fliggvény hozzarendelési szabalyét a gyoké-
nyezds alak felhasznaldsaval.

f:x—a(x—2)(x—6).

Mivel minimuma van, ezérta > 0.

A fliggvény a minimumat a zérushelyek szamtani kozepénél veszi fel, azaz a keresett fliggvény

246

5= 4-hez —6-ot rendel.
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Irjuk fel egyenlet alakjaban:
—6 = a(4—2)(4—6);

s
A fuiggvény hozzarendelési szabdlya: f: x — %(x —2)(x—6),azaz f:x — %xz —12x +18.

Egy masodfoka fiiggvény maximumértéke 2, zérushelyei —1 és 4. Irjuk fel a masodfokd fiiggvény hozza-
rendelési szabdlyat!

Megoldas

A 4. feladat megoldasahoz hasonléan: A fliggvénynek maximuma van, ezért a < 0 kell hogy legyen.

-1+4

A fuggvény maximumhelye x = 5

=1,5.

Az a értékét az

a(1,5 +1)(1,5 — 4) = 2 egyenletbdl hatarozhatjuk meg.
a=-1,6.

A fuggvény hozzarendelési szabalya
fix—=1,6(x+1)(x—4);

fix——1,6x"+4,8x+6,4.

Az f:x — x* — 4x + 3 fuggvény mely x értékek esetén vesz fel
a) 0 értéket?

Megoldas

A fliggvény zérushelyeit az x* — 4x + 3 = 0 egyenlet gyokei adjak. x,=1 x, = 3.

b) pozitiv értéket?
Megoldas

Abrazolva a fuggvényt:
x < Tvagy x > 3.

o
—_—
g
=y

©) negativ értéket?
Megoldas
1<x<3.

Az f:x ——x*+ 8x — 15 fliiggvény mely x értékek esetén vesz fel
a) 0; b) pozitiv; ©) negativ értéket?

Megoldas

A fliggvény x, = 3 x, = 5 értékek esetén vesz fel 0-t. Ha 3 < x < 5, akkor a fliggvény értékei pozitivok, ha
x < 3 vagy x > 5 akkor negativok.

Az a paraméter mely értékénél lesz az

f:x — (@ — x> — 8x +10 fuggvénynek

a) minimuma,

b) maximuma?

¢) Van-e olyan a érték, ahol semmilyen széls6értéke nincs a fliggvénynek?
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Megoldas

A masodfokd fuggvénynek akkor van minimuma, ha a féegy(tthatéja (x? egydtthatéja) pozitiv,
akkor van maximuma, ha a féegytthaté negativ.

Ezek alapjan

a—12>0; a>1esetén minimuma van, a <1 esetén maximuma van.

Ha a =1 akkor linedris fliggvényt kapunk, melynek a valés szamok halmazan nincs se maxi-
muma, se minimuma.

21. MASODFOKU EGYENLOTLENSEGEK 1.

Oldjuk meg az alabbi egyenl6tlenségeket a valés szamok halmazan!

a) x*+8x—33<0.
Megoldas

Az x — X’ + 8x — 33 fiiggvény zérushelyeit az x* + 8x — 33 = 0 mésodfokd egyenlet adja.
x,==11 x, = 3. A masodfoku fliggvény grafikonja az x tengely alatt halad, ha =11 <x < 3.

Az egyenlétlenség megoldasa x € [-11; 3[.

b) x*+x—20 > 0.
Megoldas
x>+ x — 20 = 0 megoldasai x, = —5 x, = 4. A vizsgdlt masodfoka fuggvény féegyitthatoja po-
zitiv, a fliggvény grafikonja az x tengely felett halad, ha x <—5 vagy x > 4. Az egyenlétlenség
megolddsa x € |—o0; —5[ U ]4; oo .
o —x*+7x—=12>0.
Megoldas
A féegyitthat6 negativ ezért a paraboldnak maximuma van, ezért
X €[3; 4].
d) =2x*+4,5x — 4,5 < 0.

Megoldas

X € ]—oo; —3]U[%; oo[.

e) x’—6x+9<0.
Megoldas
x> — 6x + 9 = 0 minden x esetén, mert x* — 6x + 9 = (x — 3),ez azt jelenti, hogy nincs olyan
x amelyre x> — 6x +9 < 0.
f 2x*’—=50=>0.
Megoldas

x*=252=0, melybdl x € |—o0; —5]U[5; oo|.
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m Oldjuk meg a pozitiv szamok halmazan az aldbbi egyenlétlenségeket!
a) x’=10x+9 < 0.
Megoldas
A valés szamok halmazan az egyenlétlenség megoldasa 1 < x < 9, ez részhalmaza a pozitiv valés sza-
moknak, igy tehat a megoldas x € |1; 9.
b) X’ — 4x — 60 = 0.
Megoldas

A pozitiv szamok halmazén a megoldés x € [10; oo .

o 9 —3x*+30=<0.
Megoldas
A val6s szamok halmazdn a 9x — 3x* + 30 = 0 egyenlet megoldasai x, = -2 x, = 5.
Az x — 9x — 3x* + 30 fliggvény féegyiitthatdja negativ, ezért a pozitiv szamok halmazan a megoldas

x €[0; 5].

3. K1 Beletartozik-e az aldbbi egyenlétlenség megoldashalmazéaba a [—2; %] intervallum?

x> —4x+2<0.
Megoldas
Az egyenlStlenség megoldasa x €[2 —v/2; 2 + v/2]. Osszevetve a [—2;% intervallummal, l4that6, hogy

nem tartozik a megoldashalmazba.

m Hatdrozzuk meg, mely x értékek esetén teljestil egyszerre a 9x* —18x —40 >0 és a 6x* — 5x — 50 < 0
egyenlétlenség!

Megoldas

10 [
3’

Az 9x* —18x — 40 = 0 egyenlStlenség megolddsa vagy x € ]—oo; —% U[—' oof .

p . < 5.10
A 6x* — 5x — 50 < 0 egyenl6tlenség megoldasa x € ]—5; ?[

Abréazoljuk a két megoldast szimegyenesen.

—_— o -—
o o

1 1 PN L ol 1 1 1 1 1 1 1 -

T T had Ll - T T T T T T T »
_5 _4 10

2 3 0 3 X

Egyszerre teljestl a két egyenl6tlenség: ]— %; — %]

5. K2 Jaték

Egy jatékban Anna és Béla az ax’ + bx + ¢ = 0 egyenlet (a # 0) egész egytthatdit felvéltva adhatjak meg.
Anna kezd. Béla akkor nyer, ha a harom egyiitthaté megaddsa utan két kiilonb6z6 valés gyoke van az
egyenletnek, Anna pedig akkor, ha ez nem teljesil. Melyikiiknek van nyerd stratégidja?

Elemezziink mds jatékverziokat is! Példaul: Anna kezdése utan Béla két egytitthat6t is megadhat; vagy sze-
repcserével Anna nyer két kilonb6z6 gyok létezése esetén; vagy vizsgalhatjuk az a = 1 féegydtthatéval is
a jatékot. (Ekkor b és c adhaté meg.)

Megoldas

Az egyenlet diszkrimindnsa D = b? — 4ac. Béla akkor nyer, ha D > 0, s ezt Anna mindig meggatolhatja. Pél-
daul b = 0 valasztassal kezd; ezutan pedig az ac szorzatot pozitivra dllitja. Ezt megteheti, hiszen amikor Béla
az egyik egyitthatét megadja, akkor Anna a masik egyiitthatét ezzel azonos eléjel(inek vélaszthatja. Igy a
diszkrimindns negativ lesz, nincsen valés gyok. (Ha Béla a ¢ = 0 értéket valasztja, akkor D = 0, az egyen-
letnek egyetlen (vagy két egyenld) gyoke lesz.)
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22. MASODFOKU EGYENLOTLENSEGEK II.

m Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!

g X=2&+5) ‘XZ)_(X3+ 5> 0.

Megoldas
A szamldl6 szorzétényezbinek és a nevezének a zérushelyei 2; -5; 3.
Ezek a szamegyenest négy intervallumra bontjak. Vizsgaljuk a tényezdk eléjelét az egyes in-

tervallumokon, az egyenldséget nem vizsgaljuk, mivel sem a nevezd, sem a szamlalé (az
egyenlétlenség miatt) értéke nem lehet 0.

x <=5 S5 <x<2| 2<x<3 X >3
X—=2 - - +
X+ 5 - + +
X—3 - - -

A tort értéke akkor pozitiv, ha a negativ tényez6k szama paros. A tablazatbdl kiolvashaté, hogy
ez teljestil, ha x € [-5; 2[U]3; oo

x> —11x + 30

Megoldas

Az egyes tényezbk zérushelyei 4; 5; 6
Az el6jelek meghatdrozasdhoz a tablazat:

x <4 4<x<5 5<x<6 X>6
x=5 - - +
X—6 - - -
x—4 - + +

A tort értéke negativ, ha a negativ tényez6k szdma paratlan. Ez teljesiil, ha x < 4 vagy
5<x<e6.

m Abrazoljuk az aldbbi egyenlétlenségek megoldésat szimegyenesen!
2+x—3x
Megoldas
Alakitsuk szorzatta a szamlalét a gyoktényezds alak segitségével.
2
=3+ x+2= —3<x + §>(x —1).

Az el6z6 feladathoz hasonléan elkészitett tablazat alapjan felirhaté a megoldas:

velroi-Zu]2 .

2
b) X 2— 5x + 4 >0
3x"—5x—2
Megoldas

A szamlalét és a nevez6t is alakitsuk szorzatta.
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osved _ (=B
3x* = 5x—2 3(x—2)<x+1>

3
A szamlal6 zérushelyei: 1; 4, a nevez6 zérushelyei —%, 2. Most 6t intervallumot kell megvizsgalnunk.

Figyeljink arra, hogy a tort értéke lehet O is, ezért a szamlaléban megengedhetjiik a 0-t is.

x<—% —%<x<1 P T<x<2 | 2<x<4| x=4 x> 4
x—1 - - 0 + + + +
x—4 _ _ _ _ _
x=2 - - - - + +
x+% - + + + + + +

Atort értéke akkor nemnegativ, ha a negativ tényezék szdma paros, illetve a szamlalé 0. Igy a megoldas:

x E]—oo; —%[U[h 2 U[4; o[

o (1- 1 )x-5=0.

Megoldas

Atalakitva kapjuk a kovetkezé egyenlétlenséget:

X —3)(x —
7( x)—(2 5)20.

Megoldasa: x € ]2; 3]U[5; oof.

d)4_2x—17 X—5

x—5 ~xt2tt

Megoldas

Kikotés: x #£—2; 5.

Hozzunk mindkét oldalon kozds nevezdére.
2x—=3 - 2x—=3

X—5 7 x+2°

Rendezziink 0-ra, és emeljiink ki (2x — 3)-t.

_a(-1 T V<o,
(2 =3)(3 2553 2) =0
7
(x+2)(x —5)
A tablazat segitségével meghatdrozva az eljeleket, kapjuk a megoldast:

X € |—oo; —2[U[%; 5[.

(2x - 3) <o.

Az a paraméter milyen értéke esetén teljesiil minden x esetén 2x* — 6x +a > 0?
Megoldas

A x — 2x* — 6x + a fliggvényt tekintve a féegyutthat6 pozitiv ezért minimuma van.

Minden x valés szam esetén a 2x* — 6x + a akkor lesz pozitiv, ha a masodfoki egyenletnek nincs megol-
désa, azaz az egyenlet diszkriminansa negativ.
D =36-8a<0.

Ebbél a > %
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m Hatérozzuk meg a b paraméter értékét Ggy, hogy az x*> — 2bx + 8 > 0 minden val6s szam ese-
tén teljestljon!

Megoldas

A x> — 2bx + 8 kifejezésben a f6egyiitthat6 pozitiv, ezért minimuma van.
Ezért

D = 4b* — 32 < 0 kell, hogy teljesiljon.
b* < 8-bol adédik a megoldas.
—2/2<b<2v2.

m Van-e olyan a érték, mely esetén az ax* — 6x + 8 < 0 minden val6s szémra igaz?

Megoldas

A kifejezés akkor lesz minden x esetén negativ, ha

. a féegyltthat6 negativ, és

Il. Nincs az ax* — 6x + 8 = 0 egyenletnek gyoke, azaz a diszkrimindnsa negativ.
[.-bél a < 0.

IL-b6l D = 36 — 32a < 0, fgy a > %.

l.-nek és Il.-nek nincs kdzos része, igy nincs olyan a érték mely esetén az ax” — 6x + 8 < 0 min-
den val6s szdmra igaz.

23. MASODFOKURA VISSZAVEZETHETO
EGYENLETEK

m Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

a) x*—=10x*+9 =0.
Megoldas

Vezessiik be x* = a ismeretlent. Ekkor az egyenlet
a’—10a + 9 = 0 alakd lesz, melynek gyokei

a,=1 a,=9.

Visszahelyettesitve kapjuk, hogy

x> =1, melybél x, , =+1, illetve x* = 9, melybdl x, , =+3.

b) 4x* = 5x*+1 = 0.

Megoldas

Uj ismeretlen bevezetése utan kapjuk, hogy a, =1 ¢ , igy az egyenlet gyokei x, , =+1;

X,, =%

| —

3,4

o 3x'=7x"+2=0.
Megoldas
V3
3

X 5 =+v2; X3, =%
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d) x*=x*—-12 =0.
Megoldas

Két megoldasa van: x, , =+ 2.

Megfelel6en vélasztott Gj ismeretlen bevezetésével oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

El @) (x+2¢)"+3(x*+ 2x) =4 = 0.
Megoldas
Legyen x* + 2x = a, ekkor az egyenlet
a’+ 3a — 4 = 0 alakd lesz. Ennek a masodfoka egyenletnek a gyokei a, =1; a, = —4.
Most visszahelyettesitve Gjabb két masodfokd egyenletet kapunk:
X2+ 2x =1, illetve x* + 2x = —4.
Az egyenletek gyokei: x, , =1+ V2, illetve Xy, =—1% V5.

E1 b) (x*=3x)°=13(x*=3x) + 36 = 0.
Megoldas

Hasonl6an az a) részhez x> — 3x = a ismeretlen bevezetésével a redukalt egyenlet a> —13a + 36 = 0.
Ennek gyokei a, = 9; a, = 4.

Visszahelyettesitve a értékeit az

x*—3x =9, illetve x* — 3x = 4 egyenletekhez jutunk. Ezen egyenletek megolddsai x, , = 3 ii/‘TS
és x; =—1; x, = 4.
K2 ¢ 2(x* - 8x)"—19(x* — 8x + 2) + 47 = 0.
Megoldas
Vezessiik be az x> — 8x = a ismeretlent.
Ekkor 2a® —19(a + 2) + 47 = 0 egyenletet kapjuk.
Ennek megoldasai a, = %; a,=9.
Visszahelyettesitve az a értékét, majd megoldva az Gjonnan kapott mésodfoki egyenleteket x, = —1,
X,=96és x5, = @-t kapjuk.

24. MASODFOKURA VISSZAVEZETHETO EGYENLETEK,
EGYENLOTLENSEGEK (NEM ERETTSEGI TANANYAG)

m Oldjuk meg az alabbi egyenleteket az egész szamok halmazan!

a) X=X =7 +x+6=0.
Megoldas
Hasznaljuk fel azt az ismeretet, hogyha egy n-edfoki egész egyitthatds egyenletnek a féegyiitthatéja 1,
akkor és csak akkor van egész megolddsa, ha a megoldés osztdja a konstans tagnak.

igy a megoldasok 6 osztéi koziil kertilhetnek ki. 6 osztéit megvizsgélva kaphatjuk, hogy az x =1 meg-
oldésa az egyenletnek.
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Polinomok osztasanak felhasznélasaval kapjuk, hogy

X=X =7+ x+6=(x=1)(x*=7x—6)).

A kovetkezSkben mér az x* — 7x — 6 = 0 harmadfokd egyenlet egész megoldasait keres-
stik. Hasonléan az el6z6hoz belathat6, hogy x = 3 megoldasa az egyenletnek.

Ekkor x* — 7x — 6 = (x — 3)(x* + 3x + 2) szorzatalakot kapjuk. A kapott masodoki egyen-
let gyokei a megolddoképlet segitségével meghatarozhatok.
igy a megadott negyedfoki egyenlet egész megoldasai x, = —1; x, = —2; x, =1; x, = 3.
b) x*+x*=3x>—=x+2=0.
Megoldas
Az a) résznél felhasznélt médszerrel az egyenlet gyokei
X, ==1,x,==2; x,=1, x, =—1.

2 E2 Oldjuk meg az aldbbi negyedfokd szimmetrikus egyenleteket!

a) 3x'—4x* —14x>—4x + 3 = 0.
Megoldas
Az x = 0 nem megoldésa az egyenletnek, ezért x*-tel végigoszthatjuk az egyenletet.
2 4 3 _
3x —4x—14—;+?— 0.

Rendezziik at az egyenletet:

2, 3 4 —0-
34— =L —14=0;

2, 1 1 _
3<x +7>—4<x+;)—14_0.
Jeloljuk x +% = a-val.

Ekkor x2+12=a2—2.
X

igy az egyenletiink
3(a>—2)—4a—14 =0 lesz.
10

3
Visszahelyettesitve az

Ebbél a,=-2; a, =

X+ % =-26ésx+ % = 1?0 egyenleteket kapjuk, melynek megoldasai:
X12=1, X3=%; X4=3

b) 8x* —14x’ — 69x* —14x + 8 = 0.
Megoldas
Az a) részben leirt modszerrel a kapott gyokok

X, ==2; X, =—%; X;=4; X, = %

3. 2 Mely valé szamok alkotjék az aldbbi egyenletek megoldashalmazat?
a) 2X’+ 3 +3x+2 =0.

Megoldas

Szimmetrikus harmadfokd egyenleteknél az (x + 1) kiemelhetd.
Csoportositsuk a tagokat:




I1l. MASODFOKU EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

2+ 1)+ 3x(x +1) = 0.

Haszndljuk fel, hogy x> +1 = x> +1° = (x + 1)(x* = x +1).

Alakitsuk szorzatta a bal oldalt.

(x+1)(2x*+x+2)=0.

Ebbdl

X, =—1. A 2x* + x + 2 = 0-nek nincs megolddsa a valés szimok halmazan.

b) x* = 2x* - 2x +1 = 0.
Megoldas
Szorzattd alakitva kapjuk, hogy
(x +1)(x* = 3x +1) = 0, melybdl a megoldasok

, 3+45 . 3-V5
,==1x,= 5= Ty

¢ 5% —6x"—6x+5=0.
Megoldas

A szorzatta alakitott alak:
(x +1)(5x* —=11x + 5) = 0, amelybdl a megoldasok

M+v21. . _11-+21
10 =10

,==1x,= 5 X,

Oldjuk meg az x* —15x* —=10x + 24 < 0 egyenl6tlenséget!
Megoldas

Keressiik az x* — 15x* —10x + 24 = 0 egyenlet megoldasait az egész szamok korében. Mivel egész egyiitt-
hatds negyedfokd egyenletrdl van sz6, ha van egész megoldas, az csak 24 osztéi kozul keriilhet ki. Az osz-
tokat vizsgdlva megallapithaté, hogy az x =1 megoldasa az egyenletnek. Polinom osztast végezve, szor-
zatta alakithat6 a x* —15x* —10x + 24 kifejezés.

xP—15x" —10x 4+ 24 = (x = 1)(X’ + x* —14x — 24).

Tovabb vizsgdlva a harmadfoku kifejezést szorzattd alakithatd, és a negyedfokd polinom felbonthaté
elséfoktak szorzatdra.

(x =) (x+3)(x+ 2)(x —4)< 0.

Téablazattal megvizsgélva a zérushelyek éltal meghatérozott intervallumokat:

x < -3 —3<x<-2 | 2<x<1 1<x<4 x> 4
x—1 - - - +;0 +
X + 2 - -0 + +
X+ 3 - +;0 + +
X= - - - -0 +

A négytényezGs szorzat akkor lesz negativ, ha a negativ tényez6k szama paratlan, és ott lesz 0, ahol va-

lamelyik tényez6 0.
A megoldas [-3; —2]U[1; 4].
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25. GYOKOK ES EGYUTTHATOK KOZOTTI

OSSZEFUGGESEK

irjunk fel olyan masodfokd egyenletet, amelynek gyokei
a1, 2.

Megoldas

Hasznaljuk fel a gyokok és egyttthatok kozotti dsszefliggéseket.

X4 + X, = —E;

c

Xyt Xy = 5
Legyen a =1, ekkor
X,+X,=—b,azaz b =-3;
X,"X, = C,azaz ¢ = 2.

Ekkor a masodfokd egyenlet x* — 3x + 2 = 0.
Megjegyzés: Az a tetsz6leges 0-tdl kilonbozé szam lehet.

b)3, 5.
Megoldas
Az el6z6ho6z hasonléan kapjuk b =—8; ¢ =15.
Az egyenlet: x> —8x +15 = 0.
c) -4, 6.
Megoldas
xX*—2x—24=0.
d 8, 22.
Megoldas

x*—30x +176 = 0.

e 2-v3, 2+v3.
Megoldas
X*—4x+1=0.
Alakitsuk szorzatta a Viete-formuldk segitségével a kovetkezd kifejezéseket!

Megoldas

Hasznaljuk fel a megoldés sorén, hogy ha a féegytitthat6 1, akkor a gyokok szorzata a konstans

tag, a gyokok Osszege a linedris tag egyttthatdjnak (—1)-szerese.

a) xX*—6bx—7.
Megoldas
(x=7)(x+1).




I1l. MASODFOKU EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

b) x*+ 5x + 6.
Megoldas
(x+2)(x + 3).

c) 2x* — 6x + 4.
Megoldas
2(x = 2)(x—1).

d) 2x* = 5x — 7.

Megoldas
z(x - %)(x +1) = (2x = 7)(x +1).

e) —2x*+x —15.
Megoldas

Nem bonthaté, mert nincs zérushelye.

3. K1 Az alébbi egyenlet gyokeinek kiszamitasa nélkil hatarozzuk meg a gyokok eléjelét!
Megoldas
El&szor minden esetben meg kell vizsgélni, vannak-e gyokei az egyenletnek. Ehhez a diszkriminans el6je-
lét kell megnézni.
Az el6jel vizsgalatdhoz hasznaljuk fel a gyokok és egyiitthatok kozotti Gsszeftiggéseket.
a) X*—6x+5=0.
Megoldas

D =16 > 0, léteznek gyokok.
A gyokok szorzata x,-x, = 5 > 0, ezért a két gyok azonos eldjell. A gyokok dsszege x,+x, =6 > 0, és
azonos eléjeltiek ezért mindkét gyok pozitiv.

b) x>+ 7x+9 =0.

Megoldas

D =13 > 0, léteznek gyokok.
X,"X, = 9 > 0, tehdt azonos eldjeltiek, és

X, + X, =—7 < 0, tehdt mindkét gyok negativ.

o xX+4x—7=0.
Megoldas

D > 0, vannak gyokok.
X, X, =—7 < 0 kilonbozé eléjeltiek.

d) x*=17x =180 = 0.
Megoldas

Kilonbozé eldjeltiek a gyokok.
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e) 3x* + 2 = 5x.
Megoldas
Mindkét gyok pozitiv.

) 2x>—7x = 3x + 6.
Megoldas

Kilonbozé eldjeltiek a gyokok.

EgyszerUsitsiik az aldbbi torteket!
Megoldas
A gyokok és egyltthatok kozotti osszefliggések felhasznalasaval alakitsuk szorzattd a nevezét és

a szamlalét, majd egyszerdsitstink.

X —4x+3
3 X +x—2"
Megoldas

(x—3)(x—1)=x_3
(x+2)(x=1)  x+2

b) X2+ 9x + 20
x>—=x—20"

Megoldas

(X+5)(X+4):X+5
(x=5)(x+4) ~x—5

2_ —
) 2;( X 3.
X"+ 5x+ 4

Megoldas

2(x —%)(x ),

(x+4)(x+1) — x+4°

2
d —X +X+12
) 3 —5x—2x*

Megoldas

—(x—H)(x+3) _ 4_x

“2(c+3)x—g) T2
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26. VIETE-FORMULAK HASZNALATA
FELADATMEGOLDASOKBAN

Hatdrozzuk meg a 2x* — 8x + 5 = 0 egyenletben a

K1 a) gyokok osszegét!
Megoldas

El6szor azt kell megvizsgélni, hogy léteznek-e gyokok. Mivel D = 24, ezért két kulonbozé gyoke
van az egyenletnek.

x1+x2=—_78=4.

K1 b) gyokok szorzatét!
Megoldas

X1 Xy = 7

K1 o gyokok osszegének négyzetét!
Megoldas

(><1+x2)2 =16.

K2 d) gyokok négyzetének osszegét!
Megoldas

Il
—_
—_

24 x2= P oxx, = (- —2C =162
X HX = (X)) =2 =(—-7) =27 =16—

Nt

Hatdrozzuk meg a —3x” + 5x +1 = 0 egyenletben a

a) gyokok négyzetdsszegét!
Megoldas

El6szor azt kell megvizsgdlni, hogy léteznek-e gyokok. Mivel D = 37, ezért két kilonbozé valés gyoke
van az egyenletnek.

by 5\ 1_19
Xi 4 X5 = (X4 %)Y — 2%, =<—3> —2%=<§) —23=75"
b) gyokok reciprokainak dsszegét!
Megoldas
1 1 _ X+X -5 b
~fTh_ a__b__
714_’(72_ XX, ~ € Cc >
a
o) gyokok kobeinek az 6sszegét!
Megoldas
b by 5[/5Y 1 80
X745 = (X4 X)(X] 4+ X5 —Xx,) = (_5> <—§> - 3% = §[<§> - 3<§>] =57
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3. K2

d) gyokok kulonbségét!

Megoldas
by 5)\2 1_13
(X=X F = (X4 X ) — 4xx, = <_§) - 4% = <§> —43=79/
V13
‘X1—X2’=T.

A gyokok kilonbségének eldjele kétféle lehet attdl fiiggden, hogy a kisebb abszolt érték(ibdl
vonjuk ki a nagyobb abszollt értékiit, vagy forditva.

X, —X, =%

wﬁ
w

Hatdrozzuk meg az I —3x+5=0 egyenletben a gyokok négyzetének kilonbségét!

2

Megoldas

Mivel D = -1 <0, az egyenletnek nincsenek gyokei, ezért nem lehet gyokok négyzetének k-
[6nbségét szamolni.

Hatdrozzuk meg az x* — 3x + ¢ = 0 egyenletben a c értékét tigy, hogy

a)

az egyenletnek 1 megoldasa legyen!

Megoldas

1 megoldés van, haa D = 0.
(=3) —4c=0;

c=73.

Ekkor az egyenlet gyoke x = %

b) az egyenletnek 2 pozitiv gyoke legyen!

o)

Megoldas

Ahhoz, hogy két gyoke legyen kell, hogy D > 0 teljestljon.

(=3) — 4c > 0, amibdl

c< %

Ahhoz, hogy két azonos eljelli gyoke legyen, kell hogy a gyokok szorzata pozitiv legyen.
XX, =c > 0.

Tovabbd, ahhoz, hogy mindkét gyok pozitiv legyen, kell, hogy a gyokok dsszege pozitiv legyen.
X, + X, = 3, ez mindig teljesil.

Osszevetve a feltételeket, két pozitiv gyoke akkor van az egyenletnek, ha

9
O<C<Z.

az egyenletnek kiilonboz6 eldjelli gyokei legyenek!
Megoldas

Ahhoz, hogy két kiilonbo6z6 eldjelli gyoke legyen, kell hogy a gyokok szorzata negativ legyen.
XX, = ¢ < 0.

¢ < 0 esetben teljesul.
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Hogyan kell megvalasztani a ¢ paraméter értékét Ggy, hogy az x* + (3¢ — 3)x + 6¢ + 3 = 0 egyenletben a
gyokok négyzetosszege 78 legyen?

Megoldas

A gyokok létezésének feltétele, hogy D > 0 teljestljon.
D = (3¢ — 3} — 4(6c + 3) > 0.
< 7-2J/13 2f

3¢? —14c —1 > 0 egyenlStlenség megoldésa ¢

7+2v13
vagyc>f.

A gyokok négyzetdsszege

2 2 2_ 9 _ bz 2C,
Xp Xy = (X + X)) — 2x%X, = -2 23

[-(3¢=3)f —2(6c + 3)=78;
9c? —18c+9—-12c—-6—-78=0;
9¢?—-30c—-75=0;

¢, =5;¢ =—%.

Ellendrizve mindkét c érték esetén teljestil, hogy a gyokok négyzetdsszege 78.

27. PARAMETERES EGYENLETEK

Hatdrozzuk meg a b milyen értékénél lesz az x* + bx +15 = 0 egyenletnek az egyik gyoke 52
Szamitsuk ki a masik gyok értékét!

Megoldas

Helyettesitstik be az x helyére 5-6t.

524b-5+15=0;

b =-8.

Ekkor a masodfoki egyenlet

x*—8x+15 = 0.

Gyokei x, = 3; x, = 5.

Adjuk meg az a értékét gy, hogy az (a — Dx* +12x — 3 = 0 egyenletnek az egyik gyoke —1 legyen!
Szamitsuk ki a masik gyok értékét!

Megoldas

Ha behelyettesitjik az x = —1-et, akkor az
a—1-12 -3 = 0 egyenletet kapjuk.

a=16.
lgy az egyenlet 15x* +12x — 3 = 0.
A gyokok ekkor x, =—1; x, = %

A p milyen értékénél van két egyenld gyoke az aldbbi egyenleteknek?
a) xX*— 8 +p=0.
Megoldas

Két egyenl6 gyoke van az egyenletnek, ha D = 0.
D =(-8) —4p =0

p =T16.

A gyokok x, = x, = 4.
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b) 2x* +10x —p — 3 = 0.

Megoldas
D=100—-8(-p—3)=0;
p =-15,5.

A gyokok x, = x, =—%

o (p+2)x*+6px+4p+1=0.
Megoldas
D = (6py —4(p+2)(4p +1) = 0;
pi=2; p, 2_%,
Ha p = 2, akkor az egyenlet

4x*+12x + 9 = 0, melynek gyokei x, = x, =—

No|w

Ha p = —%, akkor az egyenlet

9 6 1 e 1
X' —2x + = =0, ennek gyokei x, = x, = 5.

m Oldjuk meg az alabbi paraméteres egyenleteket, ahol c paraméter valés szam!

a) ox*+(c—2x=0.
Megoldas

Ha ¢ = 0, akkor x = 0.

Ha c # 0, akkor emeljink ki x-et.
x(ecx+c—2)=0;

x, = 0 vagy

cx+c—2=0.
cx=2-c,ésc#0;

X2:2—C.
c

b) 2x2+(c—3)x—37C=0.

Megoldas
Van megoldas, ha D = 0.
D = (c— 3 +8-3F =0, ebbél adédik, hogy

c*+6c+9=0.

Mivel a bal oldal teljes négyzet, ezért minden c esetén teljesiil az egyenlStlenség.
Az egyenlet megoldasai:

Ha c = -3, akkor két egyenl6 gyoke van x; = x, = %

Ha ¢ # -3, akkor

—(c=3)tVc*+6c+9  —c+3+(c+3)
X1, ) = ) .
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m A p paraméter értékétdl fiiggéen adjuk meg az alabbi egyenletek megoldasainak szaméat és megoldasait!

a) X+ (1=2p)x=6+p—p’.
Megoldas

Nulldra rendezve x* + (1 = 2p)x +p°—p — 6 = 0.
Van megoldasa az egyenletnek, ha
D=(1-2pf—-4(p’—p—-6)=0.

D = 25 = 0 minden p esetén teljesiil.

Az egyenlet gyokei

_—(1-2p)xvV25 2p—1+5

- 2 N 2 !

1,2

X\=p=3; X,=p+2.

b) 2px* — 8px — 24p* = 0.
Megoldas

Ha p = 0, akkor minden szdm megoldas.
Ha p # 0, akkor oszthatunk p-vel.

2x* — 8x — 24p = 0 egyenletnek akkor van megoldasa, ha
D=64-192p=>0,azaz p < %/ ekkor a gyokok

+ /64 —
X1,2=w=2i /4_12p‘

Ha p > l, akkor nincs megoldas.

28. PARAMETERES EGYENLOTLENSEGEK

m Vizsgéljuk meg, hogy az aldbbi egyenlétlenségnek milyen megolddsa van a megadott p értéknél!
X+ 6x+p—6=0.

Megoldas

Az adott paraméter értékét behelyettesitve méasodfoki egyenlétlenségeket kapunk, amelyeket a zérushe-
lyek meghatdrozéasaval megoldhatunk.

a) p = 20.
Megoldas

x>+ 6x +14 > 0 egyenl6tlenség megoldasat keressiik.

Az x* + 6x + 14 = 0 egyenletnek a diszkrimindnsa negativ, a masodfoku fuggvénynek minimuma van, és
nincs zérushelye, ezért minden x esetén teljesil az egyenlétlenség.

b) p =15.
Megoldas

x>+ 6x+9 = (p + 3Y =0, minden x val6s szam esetén teljesiil.
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o p=14.
Megoldas
x>+ 6x + 8 = 0 egyenlGtlenséget kell vizsgdlni.

Az x* + b6x + 8 = 0 egyenlet gyokei x, = —2 x, = —4, ezért az egyenlStlenség megolddsa
]—oo; —4] U [—2; oo[.
dp=7.
Megoldas
x* 4+ 6x +1 >0 egyenldtlenség esetén az x*+ 6x +1 = 0 egyenlet gyokei x,=—3 — 2v/2;
X, = =3 + 2v'2, az egyenl6tlenség megoldasa |—o0; =3 — 2v/2|U[-3 + 2+/2; o[.
Hatdrozzuk meg, hogy p értéktdl fiiggben mely x értékekre teljestl az alabbi egyenlStlenség!
2¢—=10x+2p —7 < 0.
Megoldas
Vizsgaljuk meg a 2x* —10x + 2p — 7 = 0 egyenlet diszkrimindnsét.
D =100-8(2p —7) =156 —16p.
Ha D<0, azaz % <p, akkor az egyenletnek nincs megoldasa, azaz az

X = 2x* —10x + 2p — 7 fiiggvénynek nincs zérushelye, és minimuma van, ezért nincs olyan val6s
szam, amelyre teljesul az egyenlétlenség.

HaD=0,azaz p = %, akkor a minimummal rendelkezé parabola érinti az x tengelyt, de

nincs olyan x érték, melyre negativ lenne, ezért ebben az esetben nincs megoldas.

10+,/156 —16p _

4

HaD > 0,azaz p < %/ akkor két zérushelye van a parabolanak x, , =

:5i,/39—4

5 P Akét zérushely kozotti értékeknél teljesiil a 2x2 —10x + 2p — 7 < 0. igy tehét

5—-4/39—-4p 5+4/39—-4p
P <x < .

2

a megoldas: ha p < %, akkor

Hatarozzuk meg a paraméter értékét gy, hogy tetszéleges valds szam esetén igaz legyen az
egyenl6tlenség! (p a paraméter)

a) xX*+4-p=0.
Megoldas
x2> p — 4 alakra atirva, akkor teljestl tetszéleges x valés szam esetén, ha p —4 <0, azaz
p=4.
b) (p+2)x*-8=<0.
Megoldas

Ha p =—2, akkor —8 < 0 minden val6s x esetén teljestil.

_ 1o 8 4 8 o
Ha p > -2, akkor x* < b+ 2 és 42 pozitiv szam.

Az x> =

8 . ) p . 8 8 .
b+ 2 egyenletnek két megoldasa van, igy ha x € ]—oo/ —\/m]u[\/m/ oo[,
akkor az egyenl6tlenség nem teljesuil.

igy ha p >—2, akkor nincs olyan p érték melynél minden x-re x* < %
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Ha p <=2, akkor (p +2)x*—8 <0 bal oldala negativ, tehat tetszéleges x érték esetén igaz az
egyenlétlenség.

o (7p—4)x*+2=0.
Megoldas
Hasonldéan az el6z8hoz

p= ; esetén tehdt tetszdleges x érték esetén igaz a (7p — 4)x* + 2 = 0 egyenlétlenség.

m Oldjuk meg a valds szamok halmazan az aldbbi egyenlétlenségeket, ahol p valds paraméter!

a) =2x*+9 —5p < 0.

Megoldas
Rendezzlk az egyenlStlenséget.
x> 2 —25p_
9-5p . . 4 - 2 4
Ha ———=0, akkor minden valés x esetén teljesiil az egyenl6tlenség.
Ha 9 —25P > 0, akkor az x*> = 9 —25P egyenlet gyokei x, =—./ 9 —25P X, =4/ 9 —25P , fgy a megol-

das XE]_OO;_\/9—25p[U]\/9—25p;OO

b) 3x*+12 —4p < 0.

Megoldas
Rendezve az egyenlétlenséget
2 < %_12
4p —12 . 2 ” .
Ha —5— <0, azaz p <3, akkor nincs megoldasa az egyenlétlenségnek.
4p =12 o e
Ha —5—=10,azaz p =3, akkor az egyenlétlenség x = O esetén teljesdil.
4p —12 4p —12 . 4p —-12
Ha p3 >0, azaz p > 3, akkor az x* = P3 egyenlet gyokei x,,==+ P3 , fgy az

egyenl6tlenség megoldasa x € [_\/4[9 §12; \/4p ;12 ]

o (2p=3)x’=1=0.
Megoldas

Ha 2p — 3 =0, azaz p = 5, akkor —1 = 0 adédik, igy nincs megoldasa az egyenlStlenségnek.

w Nw

Ha 2p -3 <0,azaz p <3, akkor az egyenlétlenség bal oldala negativ, ezért nincs megoldas.

oWkt

Ha2p—3>0/azazp>§,akkorxe]—oo;—\/zpil3
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29. SZOVEGES, GYAKORLATI FELADATOK I.

Egy szam és a ndla néggyel nagyobb szdm szorzata 357. Melyik ez a két szam?

Megoldas

Jeloljik a kisebb szadmot x-szel. Ekkor

X(x +4) = 357.

x>+ 4x — 357 = 0 egyenlet megolddsa x, =17; x, = —21.

Két ilyen szampar van: 17 és 21, illetve —21 és —17.

Harom egymast kovetd természetes szam négyzetosszege 1325. Melyik ez a harom szam?
Megoldas

Jeloljik a kozépsé szamot x-szel. Ekkor
(x =1 +x*+ (x +1y =1325;

3x2+ 2 =1325;
x? = 441,
X, ==+21.

A természetes szamok halmazan csak egy megoldds van, a harom szam : 20; 21; 22.
A szbvegbe torténd behelyettesitéssel ellendrizhetjiik a kapott megoldast.

Egy bardti tarsasag széllast foglalt egy hegyi panzidban. Egyiittesen 240 eurdba keriilt a szallas. Ket-
ten nem tudtak elmenni, igy az 6 résziiket is ki kellett fizetni. Ezért minden résztvevének az ere-
detileg meghatarozott 6sszegnél 4 euréval dragdbb volt a szallaskoltség. Hanyan vettek részt az
Osszejovetelen, és mennyit kellett a szallasért fizetni?

Megoldas

Jeloljik x-szel az eredetileg jelentkezettek |étszamat. Ekkor egy f6 részére % eurdba kerdilt

x2i02 lesz a szallaskoltség egy részt-

volna a szdllds. Ha két f6ével kevesebben mennek el, akkor

vevonek. Ezek alapjan

240 _ 240 .
X TAEN=Y

K6z0s nevezére hozva és rendezve

X #0; —2.

x> — 2x —120 = 0 egyenletet kapjuk.
Megoldasai x, =12; x, =—10. Eredetileg tehdt 12-en jelentkeztek, val6jaban 10-en vettek
részt a kirandulason, és 1 féGnek 24 eurdt kellett fizetni.

Kétfajta mandarinbdl vasaroltunk a piacon. Az egyik fajtabol 3200 Ft értékben, a masik fajtabol
2400 Ft értékben. A masodik fajtaja 80 Ft-tal olcsébb kg-onként, igy ebbdl 4 kg-mal tobbet vet-
tink. Hany kg-ot vasaroltunk az egyes fajtakbol?

Megoldas
Legyen a dragabb fajtabdl vasarolt mennyiség x kg, igy a dragabb fajtabdl @ Ft-ba kertl egy

kel 2400 P
kg, az olcsobbol T4 fta kg-onkénti ar.
Ekkor a felirhaté osszeftiggés
2400 _3200. .

X+ 4 + 80 = X x#0;—4.

A koézos nevezével beszorozva és rendezve

x> — 6x —160 = 0 egyenletet kapjuk.

Megoldasai: x, =16; x, =—10.

Valasz: 16 kg-ot vasaroltunk a dragabb, 20 kg-ot az olcsobb fajtdji mandarinbdl.
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m Egy telefontarsasag tarifacsomagja 4050 Ft. Egy akcid keretében 3 Ft-tal csokkentették a hivas percdijat, igy
ezért az Osszegért 15 perccel tobbet lehet beszélni. Mennyi ideig lehet az akcids idészakban a tarifacso-
magdijért beszélni, és mennyi a beszélgetés percdija?

Megoldas
Jeloljik az akcié el6tti percdijat x-szel.
A szovegnek megfelel 6sszefiiggés

4050 4050, .
Do +15 =200 x#0;3,

15x* — 45x — 12150 = 0;
x, = 30; x, =—27.
Az akci6 elétt 30 Ft volt a percdij, az akci6 idészakban 27 Ft/perc, és 4050 Ft-ért 150 percig lehet telefondlni.

30. SZOVEGES, GYAKORILATI FELADATOK II.

m Hany oldalt az a konvex sokszog, amelyben 119 4tl6 hizhaté?

Megoldas
-3
Egy n oldald sokszogbe w atlé hazhato.
n(nT—EB) =119 egyenlet megoldasai: n,=17; n, = —14.

A sokszog 17 oldald.

m Egy nyelvvizsgara késziil6 didknak 200 sz6t kellett megtanulnia a kovetkezd szamonkérésig. Tudta, hogy két
napig nem lesz ideje tanulni, ezért naponta 6t széval tobbet tanult meg a tervezettnél. Hany nap milva lesz
a szamonkérés?

Megoldas

Ha x-szel jeldljik a naponta megtanulandé szavak szamat a tervek szerint, akkor
200 _ 200 . ._c.

X Tx+stE o xXFOS

x*+ 5x — 500 = 0;
X, = 20; x, =-25.

Vélasz: 10 nap mdlva lesz a szamonkérés.

Egy ruha arat két egymas utani alkalommal emelték ugyanakkora %-kal, igy a ruha dra 10 000 Ft-r6l 14 000

3.K1
Ft-ra emelkedett. Hany %-os volt az dremelés?

Megoldas

Jeloljiik az aremelés mértékét p%-kal. Ekkor az elsé aremelés utdn <1 + %)-szoros lesz az Gj ar, az Gjboli

P

2
+ m) -szerese lesz az eredeti arnak.

dremelés (1

p 2
10000~(1 +W> = 14 000;

P Y_7.
(”100)‘5'

P /7 S
1+W—i\/g~i1,18, p =18.

A feladat értelmezése alapjan csak a pozitiv szdm lehet megoldés. Ez azt jelenti, hogy kb. 18%-os volt az
aremelés mértéke.
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Egy kikotSbe két hajo érkezik, egyik északi iranybdl kétszer akkora sebességgel, mint a masik ke-
leti irdnybdl. Egy adott id6pontban az északrél érkezé hajé 2700 m-re, a keletrdl érkezé hajo

1250 m-re van a kikotétdl. 1 % perc milva a hajék 1300 m-nyire vannak egymdastél. Mekkora a
hajok sebessége?

Megoldas
Legyen a lassibb hajé sebessége x %/ akkor a gyorsabbé 2x %

1 % perc = 100 s. A hajok altal megtett Gt (1250 — 100x) m; illetve (2700 — 200x) m.
Rajzoljuk fel a hajok elhelyezkedését.

[rjuk fel Pitagorasz tételét a derékszogli haromszog oldalaira.

(1250 —100x Y + (2700 — 200x = 13007,

Atalakitva, rendezve kapjuk:

20x* — 532x + 2865 = 0;

1300
x,=19,1; x,=7,5. 2700 —200x
19,1 % nem lehet a lassibb hajé sebessége, mert akkor mér 1350 m-nél tobbet
tett volna meg 100 s alatt. igy a feladat megoldasa: 7,5 % a lassabban kozlekedd
nh
hajo, 15 % a gyorsabban kozleked6 haj6 sebessége. 1250 ~100x

a) Egy kavicsot 20 m/s kezdsebességgel fiiggéleges irdnyban felfelé elhajitunk. Allapitsuk meg,
hogyan fligg a kavics fold felszinétél mért tavolsaga, s abrazoljuk a tavolsagot az id6 fliggvé-
nyében! (A kozegellendllast elhanyagolhatjuk, g = 10 m/s?.)

b) Oldjuk meg az eléz6 feladatot, ha a kavicsot egy 10 méter magas haz tetejérdl hajitjuk el,
flggdleges iranyban felfelé!

Megoldas h(m)
a) A tvolsag iddfiiggése h = vt — %tz = 20t — 5t%, ennek képe lefelé P
nyitott parabola. 5

10

5

ovy

'o][i L e

b) A magassag iddfiiggése most h = h, + vt — %tz =10 + 20t — 5t*.

Teljes négyzetté alakitva:
10 + 20t — 5t> = =5(t* — 4t — 2) ==5(t — 2)’ + 30.




I1l. MASODFOKU EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

31. MASODFOKU EGYENLETRENDSZEREK

m Oldjuk meg az egyenletrendszereket a val6s szamok halmazan!

(1) Xy = 28
Q) x4y=11 }
Megoldas

Fejezziik ki a (2) egyenletbdl y-t:

3 y=11-x.

Behelyettesitve az els6 egyenletbe:

(1) x(11 —x) = 28, rendezéssel:
0=x"-11x+ 28.

X, = 4, visszahelyettesitve (3)-ba: y, = 7.

X, = 7, visszahelyettesitve (3)-ba: y, = 4.

Tehat az egyenletrendszernek két megoldasa van.

(1) x*=xy—y*=19
b)(2) x—y=7 |

Megoldas

(2) x =y + 7, behelyettesitve:

M (y+7F—=(y+7)y—y*=19.

(1) —=y*+ 7y + 30 = 0.

v, =10 = x,=17;

y,==3 = x,=4.

Tehat az egyenletrendszernek két megoldasa van.

1, 1_3

o) (1);4_?_8 .

(2) x+y=12
Megoldas

Kikétés: x # 0, y #0.
(2) y =12 — x, behelyettesitve:

1 1 )
(1) % + 95 = =12, rendezéssel

(1) 3x* = 36x + 96 = 0.
=8 = vy =4

X, =4 = y,=8.
Tehat az egyenletrendszernek két megoldasa van.

(1) X+y=06
d)2 T+x+x" _
T+y+y

Megoldas

Kikotés: 1 +y +y”#0.

(1) y=6—x.

(2) 1 +x+x*=3(1+6 —x+(6 —x)), rendezve
(2) 2x* — 40x +128 = 0.
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x, =16 = y,=-10;

X, =4 = y,=2.

A kapott megoldasok nem mondanak ellent a kikétésnek:
1T-10+100#0,és1+2+4+#0.

Tehdt az egyenletrendszernek két megoldasa van.

2. K2 Milyen valds szamparokra teljestilnek az alabbi egyenletrendszerek?
2 2 _
o (W x4y’ =25
(2) xy =12
Megoldas

12

Nyilvan egyik szam sem lehet O, mert szorzatuk 12, igy y = ~

12

2
(Mx*+ (7> = 25, rendezéssel

(1) x* — 25x* +144 = 0.

x*-re masodfokd egyenletet kaptunk. Legyen a = x*, ahol a > 0.
a’—25a+144 = 0;

a,=16ésa,=9.

Ha a, =16, akkor x’ =16 = x,=4; y,=3,és x, =—4; y, = 3.
Haa,=9, akkor x*=9 = x,=3; y, =4, és x, =-3; y, = —4.
Tehat az egyenletrendszernek négy megoldésa van.

b) (1) x+2xy+y=10}.

(2) x=2xy +y =-2

Megoldas

Osszeadva az egyenletek megfeleld oldalait:

2X+2y=8 = x+y=4 = y=4-—x, behelyettesitve (1)-be:
X+ 2x(4 —x) + 4 —x =10, rendezéssel

x> —4x—-3=0;

=3 = y=71

x,=1T = y,=3.

Tehét az egyenletrendszernek két megoldasa van.

g M (x+y)(5—y)=—4
2) (x+y)B—-x)=40]|

Megoldas

Mivel a bal oldali tényezék értéke biztosan nem 0, igy osszuk el a (2) egyenletet az (1) egyen-
lettel.

(3) {53:;(/ =—10 (Itt y # 5, ez nem lehetne megoldés az els6 egyenlet miatt.)

x = 58 —10y. Behelyettesitve (1)-be:

(59 =9)(5 —y)=~4;

9y’ =103y + 294 = 0, gyokei: y, =6, y, = % (3) visszahelyettesitve:
Ha y, = 6, akkor x,=-2.

32
5.

Ellenérzéssel megallapithatjuk, hogy a két megoldas kielégiti az egyenleteket.

Hay, = %/ akkor x, =
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Egy kétjegyli szam négyszerese a szamjegyei 6sszegének, és kétszer akkora, mint a szimjegyeinek szorzata.
Melyik kétjegy(i szamrol van sz6?

Megoldas

Legyen a szam Xy alakd.

Ekkor a szam felirhaté Xy =10x + y alakban.

A szovegbdl felirhatéd Osszefliggések:

(1) 10x +y = 4(x +y), illetve

(2) 10x +y = 2xy.

Fejezziik ki a (2)-bél y-t, majd helyettesitsiik be az (1)-be. Ekkor
10x(2x — 1) +10x = 4x(2x — 1) + 40x egyenletet kapjuk.
Rendezve

x(2x—6)=0;

x, = 0 nem kapunk kétjegy(i szamot.

X, = 3 esetén a kétjegy(i szam 36.

Ellen6rzés a szoveg alapjan.

m Egy osztalybdl két szinhdzi el6addsra vasaroltak jegyeket. Az elsé el6adasra 30 000 Ft-ot, a mésodik eléa-
désra 26 400 Ft-ot fizettek a jegyekért. A masodik el6adasra harom didkkal kevesebb jelentkezett, és a ma-
sodik el6adds jegydra 200 Ft-tal tobb volt, mint az elsé el6adasra sz6l6 jegy ara. Hanyan jelentkeztek az
egyes eléadasokra, és mennyi volt a jegy dra?

Megoldas
Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket:

Jelentkez6 tanulék szama 1 db jegy ara (Ft)
Els6 el6adas X y
Masodik el6adas x-3 y-2

A szoveg alapjan felirhat6 osszefliggések:

(1) xy = 30 000;

(2) (x = 3)(y + 200) = 26 400.

Fejezziik ki az els6 egyenletbdl y-t, majd helyettesitsiik be a masodik egyenletbe.

(x— 3)(30 990 . 200) = 26 400.

Rendezve:

2x* 4+ 30x — 900 = 0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei x, =—30; x, =15.
30 000
15
igy tehat az elsd eléadasra 15-en jelentkeztek, a jegy ara 2000 Ft-ba keriilt, a méasodik el6adasra 12-en
fizettek, és a jegy ara 2200 Ft volt.

= 2000.

A szoveg értelmezése szerint csak a masodik megoldds lehet j6. Ekkor y =

5. K2 Egy derékszog(i haromszog teriilete 6750 cm?, atfogéja 195 cm. Mekkorak a befogdi?
Megoldas
Jeloljuk a derékszogli haromszdg befogdit a, illetve b-vel.
Irjuk fel a Pitagorasz tételt, és a derékszogli haromszog teriletére vonatkozd Osszefliggést.
(1) a®+ b* = 195%;

2) % = 6750.

Megoldva az egyenletrendszert négy szampart kapunk.
a,=75 b ,=180.

a,=180; b,=75.

a,=-75, b,=-180.

a,=—180; b, =—75.
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A haromszog oldalai pozitiv szimok, ezért az utolsé két szampar nem lehet a sz6veges feladat
megoldasa.

Az elsé két szampar a haromszog befogdinak felcserélésével kaphaté meg, ez nem ad ki-
[6nb6z6 megoldasokat.

Tehat egy ilyen derékszogli haromszog van, melynek befogéi 75 cm, és 180 cm.

m Egy haromszog keriilete 24 cm, egyik oldaldnak hossza 8 cm, teriilete 12v/'5 cm?2. Mekkora a hé-
romszog masik két oldala?

Megoldas

Hasznaljuk a haromszog tertiletét, kerlletét és oldalait tartalmazé 6sszeftiggést, a Heron képle-
tet: t = /s(s —a)(s — b)(s — c), ahol s a kerilet fele.

Legyena c = 8 cm.

Ekkor a kertilet

() 24=a+b+8.

A tertilet

(2)12v'5 = /12-4(12 —a)(12 — b).

Az (1) és (2) megoldasabdl kapjuk, hogy a,= 7, b,=9, illetve a,=9, b, = 7.

A hdromszog masik két oldala 7 cm és 9 cm.

DIOFANTOSZI EGYENLETEK (OLVASMANY)

m Hany olyan négyjegy(i természetes szam van, amely 4-gyel osztva 1, 5-tel osztva pedig 2 mara-
dékot ad? Adjuk meg képlettel is a szamokat!

Megoldas

A 4-gyel osztva 1 maradékot ad6 szamok sorozata 1001, 1005, 1009, ...; az 5-tel osztva 2 ma-
radékot ad6 szamok sorozata 1002, 1007, 1012, .... A legkisebb olyan négyjegy(i szam, amely
mindkét tulajdonsaggal rendelkezik, 1017. 4 és 5 legkisebb kozos tobbszorose 20, a keresett sza-
mok 1017 + 20k alakdak, ahol k = 0, 1, 2, ..., 449. 450 darab megfelel4 szam van.

Egy tepsi stilt tésztat a tepsiben daraboltunk fel, annak két szélével parhuzamos végasokkal. A szé-
lek mentén keletkezé darabok a ,rosszak”, a tébbi siiti a ,j6”. Hany vagas esetén lesz ugyan-
annyi j6 és rossz siitemény?

2. E1

Megoldas

Tegylk fel, hogy a tepsi szélén x, illetve y darab siitemény keletkezett (x, y 1-nél nagyobb egész
szamok). Ekkor a stitemények darabszama x - y, a j6 stitemények szdma (x — 2)(y — 2), a rosszaké
2(x = 1) + 2(y = 1). Innen

(x=2)y—-2)=2Kx—-1)+2(y-1),

Xy —4x—4y + 8 =0,

x—-4)(y—-4)=8.

A tényezdk a 8 pozitiv tarsosztdi, igy x — 4 € {1; 2; 4; 8}, azazx € {5; 6; 8; 12}. A lehetséges
méretek — a sorrendtdl eltekintve — 5 X 12 és 6 X 8; ehhez pedig4 + 11 =15, illetve 5 + 7 = 12
vagas kell.

Ne felejtsiik el az ellendrzést!

3. K2 Melyek azok a kétjegy(i szamok, amelyeknél maga a szam 17-tel nagyobb, mint a szam szamje-
gyeinek szorzata?
Megoldas
Az ab szamra felirhat6 a 10a + b = ab + 17 egyenlet. Ebbdl
a(b-10)=b-17,
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_b-17_. 7 _ 7
=p-10-""b-10="TT0-b"

Mivel a, b szdmjegyek, 10 —b = 1 vagy 10 — b = 7 lehetséges; innen b = 9 (a = 8), vagy b = 3 (a = 2).
A keresett szdm a 89 vagy 23.

Ne felejtstik el az ellenérzést!

m Oldjuk meg az alabbi masodfokd diofantoszi egyenleteket! (x, y egész szamok)

a)x*-3y=17;
Megoldas
x? = 3y + 17 nem lehetséges. A jobb oldal 3-mal osztva 2-t ad maradékul, mig a négyzetszamok 3-mal

osztva 0 vagy 1 maradékot adnak.

b) x* + 2x + y? -4y = 95;

Megoldas
x + 1)? + (y — 2)> = 100, innen
X+ 1 0 +6 +8 +10
y—2 =10 +8 +6 0
X -1 —7 vagy 5 —9vagy7 | —11vagy9
y —8vagy 12 | -6 vagy 10 | —4 vagy 8 2

A megoldast adé (x; y) szamparok szama 12.

o xy +2x-3y =6;
Megoldas
Xx=3)y +2)=0, Ky =(3;-2).

d)xy + 2x-3y = 8;
Megoldas
x=3)y +2) =2

X—13 2 1 -2 -1
y + 2 1 2 -1 -2
X 5 4 1 2
y -1 0 -3 —4

A megoldast adé (x; y) szampérok szama 4.

e) 3xy —2x + 4y = 5;

Megoldas
Bx + 4By -2)=7.
3x+ 4 1 7 -1 —7
3y -2 7 1 -7 -1
5 11
X —1 1 —§ —?
5 1
y 3 ! —3 3

Egész gyokoket keresiink, két megoldas van.
Ellen6rzés: 3-(-1)-3-2-(-1)+4-3=5 és 3-1-1-2-1+ 4-1=>5valéban.
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H X2 +xy—-x-2y=7.

Megoldas
_74x=x _ (X=2)(=x=N+5 _ 5
Yy="x=2 = X—2 =x-1+377
X—2 1 5 -1 -5
X 3 7 1 -3
y 1 -7 —7 1

Az ellenérzés mutatja, hogy mind a négy szampar megoldas.

Bizonyos szamu veréb ropkod egy fa korl. Ha a fa minden agén egy veréb l, akkor n verébnek
nincs helye. Ha minden agra n veréb ul, akkor n agra nem jut veréb. Hany dga van a fanak és
hany veréb van?

Megoldas

Jelolje v a verebek, g pedig az agak szamat! Ekkor a

v=g+n

i)

egyenletrendszer harom ismeretlent tartalmaz, de a pozitiv egész szamok halmazan kell megol-
danunk.

n*+n 2
g+n=n(g_n):>g=n_1=n+2+ﬁ
n-1 1 2

n 2 3
g 6 6
3 9

6 ag van és 8 vagy 9 veréb ropkod.

A derékszogl koordinata-rendszer hany racspontjan mennek &t az alabbi fuggvények grafikon-
jai? (P(x; y) racspont, ha koordinatai egész szamok.)

_ 2x+2. _xX’+4. _ 5x—1
K2a(x)——X_1, K2 bx) = 1 E1 c(x)—2X+3.
Megoldas

_2(x=N)+4 4 C(x+D)x=T)+5 5
K2 a(X)—ﬁ—z‘i‘m, K2 b(X)—X—H—X_1+X+,I

A gorbék annyi racsponton mennek &t, ahdny egész osztdja van a tortek konstans szamlaléinak.
Az a(x) figgvénygorbe 6, a b(x) fliggvénygorbe 4 racsponton megy at.

Megoldas
5 17 17

E1 :5X—1=§(2X+3)_7=§— 2 innen2y=5--17

Y= 2x+3 2X+3 2 X +3 Y 2X+3
2x+3 1 17 -1 -17

2y 12 4 22 6

X -1 7 -2 -10

v -6 2 11 3

A c(x) gorbe 4 racsponton megy at.
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32. SZELSOERTEK-PROBLEMAK, NEVEZETES KOZEPEK

Hatarozzuk meg a kovetkez6 két-két szam szamtani, illetve mértani kozepét!

a) 4, 10.

Megoldas

Szamtani kozepe: athb '5 b_ 7, mértani kozepe Vab =v40; a;b > 0.
b) -2, 8.

Megoldas

Szamtani kozepe 3, mértani kozepe nem szamolhatd, mert az egyik negativ szam.
o V6, Vv15.
Megoldas

Szamtani kdzepe @ ~ 3,16, mértani kozepe V615 =+/+/90 = *4/90 = 3,08.

Hatdrozzuk meg az alabbi szamok harmonikus és négyzetes kozepét, ha a szimok

a3, 18.
Megoldas
, . 1 2ab _ 36
Harmonikus kozép H, , = = ==,
G B - Y
a_b
2
2

2 2 2
a négyzetes kdzép N, , = \/a 42‘b - \/3 +218 _ % ~12,9.

b) -5, 30.

Megoldas

- 1 _ 2ab _ =300 _ _
Harmonikus kozepe l_,.l = ib= 2 - 12,
a_b
2
[a?+ b —5Y + 307

négyzetes kozép 4/ 2 ;b = \/T =,/ % = 21,5.
o V2, /8.

Megoldas

1 _2ab _ 2Y2Y8 _ 8 _4y2
+1 a+b /48 3/2 3
2

2 2 2 2
a négyzetes kozép ,/ 2 ;b =4/ V2 '5‘/5 =5 = 2,236.

Harmonikus kozepe 7
a




3. K1

7. K2

32. SZELSOERTEK-PROBLEMAK, NEVEZETES KOZEPEK

Két pozitiv szdm szdmtani kozepe 42, az egyik szam 7. Mekkora a médsik szam?

Megoldas
# —42. b=77.

Két pozitiv szam mértani kozepe 80, az egyik szdm 12. Mekkora a masik szam?

Megoldas
J12-a =+/80;
2220

Két pozitiv szdm négyzetes kozepe 28, az egyik szam 24. Mekkora a masik szdm?

Megoldas

a4+ 24% .
4/T_28,

a’=992;
a=+v992 = 31,49.

Két szam 6sszege 10. Mekkora a szdmok négyzetdsszegének minimuma?
Megoldas

Jeloljik a szamokat x és (10 — x)-szel.

Négyzetosszegiik:

N(x)=x"+ (10 —x) = 2x* — 20x +100.

Teljes négyzetté alakitas utan kapjuk, hogy

N(x) = 2(x — 5) + 50.

A kifejezés akkor minimalis, ha a négyzetes tag 0, azaz x = 5, ekkor a minimumérték 50.

Egy 120 cm kerdletli egyenlé szarG haromszog oldalai f6lé négyzeteket rajzolunk. Hogyan va-
lasszuk meg a haromszog oldalait, hogy a négyzetek tertletének 6sszege minimdlis legyen?

Megoldas

Legyen a haromszog alapja a, szdrai b hosszisaglak. Ekkor a kertilete

K =a+2b=120;

a =120 - 2b.

Az oldalak folé rajzolt négyzetek teriletének 6sszegét jelolje N (x).

N = b*+ b*+ (120 — 2bY.

Atalakitva

N = 6b> — 480b + 14 400;

N = 6(b — 40)’ + 4800, akkor minimdlis, ha a négyzetes tag 0, azaz b = 40. Ekkor a = 40.

Az egyenld szar( haromszogek folé rajzolt négyzetek tertiletdsszege szabalyos haromszog esetén
lesz a legkisebb, és ekkor a tertiletosszeg 4800 cm?.

A 250 m kerilet(i téglalapok kozil milyen oldalhosszisaginak lesz a teriilete maximalis?
Megoldas

A téglalap kerulete

K = 2(a+b)= 250, és teriilete T = ab,

a+b=125.

Hasznaljuk fel két pozitiv szam szamtani és mértani kozepe kozotti dsszefliggést.

atb> /ab.
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Emeljiink négyzetre. Mivel mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekvivalens atalakitds.

2
(#) > ab.
(%)2 =Zab=T.
(125 ) oo (1252 ,
Azt kaptuk, hogy a terilet T) = 3906,25-ndl nem nagyobb, legnagyobb értéke —5-) - Ez akkor telje-
sul, ha a = b, azaz a téglalap négyzet, oldalhosszisaga % = 31,25 m.

m Téglalap alaki telket vasarolunk. A telek nagysaga 800 m?. Hogyan valasszuk meg a telek méreteit, ha
elsédleges szempont, hogy a bekeritésnél a lehet6 legkevesebb keritést kelljen épiteni?

Megoldas

A téglalap teriilete T = ab = 800.
Hasznaljuk fel két pozitiv szam szamtani és mértani kdzepe kozotti Gsszefliggést.

a4b> vab,

a+b=2/ab;

a+b=2+/800;

a+b=>40v2;

2(a+b)=80v2.

A keriilet értéke 80+ 2 -nél nem kisebb. Legkisebb értéke 80+'2 , ez akkor teljesiil, ha 2a = 2b = = 40+/2

, azaz a keriilet akkor minimalis, ha a téglalap négyzet, oldalai 20v'2 ~ 28,28 m hossz(ak.

33. NEGYZETGYOKOS EGYENLETEK 1.

Oldjuk meg grafikusan és algebrai Gton is az egyenleteket!

K1 a) Vx =—x.
Megoldas

Algebrai Gton:

Kikétések: x = 0, a gyok alatt nem &ll-
hat negativ szdm, —x = 0, azaz x < 0,
mert egy szam négyzetgyoke nemne-
gativ.

Az értelmezési tartomany egyetlen
eleme a 0, ez kielégiti az egyenletet.

K1 b) Vx—3=2. v A
Megoldas X3
Algebrai Gton: M(7;2)
Kikotés: x —3>0 = x> 3. Ezenaz 14

alaphalmazon a négyzetre emelés ek-
vivalens atalakitas, ezért:

Vx—3=2;

i /
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Xx—3=4;
XxX=7.

Ellendrzés: v7 —3 = V4 = 2.

E1 o Vx+T==|x+1[+1
Megoldas

y A

>
Ii
MT'
o
o
2 4

—x+1]+1

A grafikus megoldasbél annyi derdl ki, hogy a feladatnak egy megoldasa van. A pontos ér-
téket nem lehet megdllapitani.
Algebrai Gton:

Kikotés: x >—1, illetve 1T —|x +1/=0 = —2=<x=<0, dsszegezve: =1 <x < 0.
Ezen az alaphalmazon —|x +1|+1 =—=(x+1)+1 = —x.
Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:

VX +T==[x+1|+1;

X+1=(—x);

0=x"—x—1.

X, , = 1 izﬁ, a feltételeket csak az x = 1 _2‘/§ elégiti ki.

m Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!

a) v3x—1=8.
Megoldas

Kikotés: x = % Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:
v3x—-1=38;
3x—1 = 64;
65
3 ’

X = megfelel meg a kikotéseknek.

b) v5—2x =1.
Megoldas

Kikotés: x < % Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:

J5—2x =1;
5-2x=1;

2 = x, eleme az alaphalmaznak.
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0 VVx+6 =—4.

Megoldas

Nincs megoldas a valés szdamok halmazan, mert valds szam négyzetgyoke nem lehet negativ.

d) 2X—;r7=10.

Megoldas

Kikotés: L;J 20 = x= —%. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens &talakitas, ezért:

2X+7 _4A.
v o3 =10

2Xx+7
3

x = 146,5, megfelel a kikotéseknek.

=100;

e) vix—4)(2x—-3) =0.

Megoldas

Kikotés: (x — 4)(2x — 3) = 0 teljesil, ha a tényez6k azonos eléjelliek: x S% vagy x = 4. Ezen az alap-

halmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:
(x —4)(2x—3) =0;

(x—4)(2x—-3)=0, haX=4,vagyx=%

(Rovidebb megoldas: egy szdm négyzetgyoke 0, ha maga a szam is 0, ebbdl rogton kovetkezik:
(x—4)(2x-3)=0)

) vVx*=10x+ 25 =x — 5.

Megoldas

Kikotések:

x> —10x 4+ 25 = 0, minden val6s x esetén igaz, mivel x> —10x + 25 = (x — 5).
A jobb oldal miatt: x — 5= 0, azaz x = 5.

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:

VX =10x+25 =x—5;
|x—=5]=(x—05).

Ez csak akkor teljestilhet, ha x = 5.

Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!
Megjegyzés: grafikus megolddssal is vizsgalhatjuk az egyenleteket.

a) v5—x =+vx-10.
Megoldas

Kikotések: x <5, és
x =10. Nincs olyan
valés szam, mely
megfelel a kikoté-
seknek, tehat az
egyenletnek nincs
megoldasa.
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b) vx—3=2+x.
Megoldas

y

R 7

Kikotések: x = 3, és x =—2, Gsszegezve: x = 3.

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens dtalakitas, ezért:
VX=3=2+x;

X—3=4+4x+x;

0=x"+3x+7.

Mivel a diszkriminans negativ, ezért az egyenletnek nincs valés megoldésa.

0 2-5x=v2x+40.
Megoldas

Kikotések: x < % és x > —20, osszevetve: —20 < x < %
Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:
2—5x=+v2x+40;

4 —20x + 25x* = 2x + 40;
25x*—22x—36=0;

12 = 22i57 ‘61084, csak az x = % felel meg a kikotéseknek.
d5x—2=+vVx+4.
Megoldas
2

Kikotések: x = = & x > —4, Osszevetve: x = %

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas,
ezért:

5x—2=vx+4;

25x* — 20x + 4 = x + 4;
25x* = 21x = 0;
x(25x — 21) = 0.

x1=0,x2=21

_21 o
55 csak az x, = 55 felel meg a kikotéseknek.
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o B3 14=1a-2.

Megoldas

Kikotések: x Z—% és x = 2, Osszevetve: x = 2.

2x+11 .
2T a(x - 2);
42+ 44x +121 _
A+ 121

4x* +28x +153 = 0.
Mivel a diszkrimindns negativ, ezért az egyenletnek nincs val6s
megolddsa.

4x — 8;

|
N
1
JE——
~y

m Létezik-e raciondlis szam megoldasa az egyenleteknek?

a) Vx*—16 =x — 4.
Megoldas
Kikotés: x = 4. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:
VX' =16 =x—4;
x> =16 =x*—8x+16;
x = 4, raciondlis szam, megfelel meg a kikotéseknek.

b) Vx> +2x—15 = x + 5.

Megoldas

Kikotések.

x*+2x =152 0, ha x <5, vagy x > 3, illetve x >—5.

Osszevetve: x =—5, vagy x = 3. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitds, ezért:
Y+ 2x—15 =x + 5;

X2+ 2x =15 = x> +10x + 25;

x = —5 racionalis szdm, megfelel meg a kikotéseknek.

c) 4/X+X2_1 =/2x.

Megoldas
Kikotések:
x+2 2_1 20,azaz x= % és x = 0, Osszevetve: x = % Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvi-

valens atalakitas, ezért:

3x —1
2

x =—1. Mivel nem felel meg a kikétéseknek, ezért nincs megoldas a valés szdmok halmazan.

= 2X;
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d) Vx(2x —=5)+2 =V x*+ 2x + 3.

Megoldas
Kikotések:
X(2x—5)+2=0, azaz xS%,vagyxzz.
x>+ 2x + 3 = 0, minden valés szamra igaz.

Osszevetve: x < %, vagy x = 2.Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalaki-
tas, ezért:

JXx(2x=5)+2 =X+ 2x+ 3;

2 —5x4+2 =x*4+2x+ 3;

x*—7x—1=0;

_7 J_ri/ﬁ

s nem raciondlis szamok, tehat nincs megoldas az alaphalmazon.

34. NEGYZETGYOKOS EGYENLETEK II. [ Emelt szint

m Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!

a)

b)

VX—=3+V4x =5.
Megoldas

Kikotés: x = 3. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:

VX =3 +V4x =5;
X—3+44x+2,/4x(x — 3) = 25;
2,/4x(x — 3) =—5x + 28.

28

Ujabb kikotés a négyzetre emelés elStt: —5x + 28 > 0, azaz x < 5

Osszevetve a mar meglevé kikotéssel: 3 < x < 2—58 = 5,6. Ezen az alaphalmazon a négyzetre

emelés ekvivalens atalakitas, ezért:
16x(x — 3) = 25x* — 280x + 784;

_ 200, _32
9T 9r

1

A kapott gyokok kozil csak x, = %2 felel meg a kikotéseknek.

V2X+9++v4—-x=05.

Megoldas

Kikotések: x > —% és x < 4, Osszevetve: —

N ©

< x < 4.Ezen az alaphalmazon a négyzetre eme-

lés ekvivalens atalakitas, ezért:

2X+9+4—x+2/(2x+9)(4 —x) = 25;

2/(2x+9)(4 —x) =12 —x.

Ujabb kikotés a négyzetre emelés eltt: x < 12, nem befolyasolja az eddigi alaphalmazt.
4(2x + 9)(4 —x) =144 — 24x + X;

20
9 /

x,=0; x,= mindkét gyok megfelel meg a kikotéseknek.
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O vVax+9—-vx—1=4.
Megoldas

Rendezéssel kezdjik, hogy ne kiilonbség legyen az egyik oldalon:

VAx+9 =vx—-T1+4.

Kikotés: x Z—% és x =1, Osszevetve: x = 1.

AX+9=x-1+16+8Vx—1;

3x—6=28vx—1.

Ujabb kikétés a négyzetre emelés el6tt: x > 2.

Osszevetve az eredeti kikotéssel: x > 2. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakités,

ezért:
9x* — 36X + 36 = 64(x -1);
X, = 1?0; X, =10.

Csak az x, =10 felel meg a kikotéseknek.

d) Vx+7 —V5x+6=-1.
Megoldas
Rendezéssel kezdjik, hogy ne kiilonbség legyen az egyik oldalon:
Vx+7 =v5x+6—1.
Kikotések: x >—7 és x 2—%, Osszevetve: x Z—%
X+7=5x+6+1—2V/5x+6;
4x = 2v/5x + 6.

Ujabb kikotés a négyzetre emelés elétt: x = 0, Osszevetve az elézével: x = 0. Ezen az alaphalmazon a
négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:
4x>—5x— 6 =0.

A gyokok kozil, csak az x = % felel meg a kikotéseknek.

2. E1 Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) Vx+v3x+1=3.
Megoldas

Kikotés: x Z—%, illetve x + v3x +1=0.

X+v3x+1=9;
Y3x+1=9-x.

Ujabb kikétés a négyzetre emelés el6tt: x < 9.

3x+1=281—-18x +x*;

X, =16; x, = 5.

Az x, =16 nem felel meg az 6sszevont kikotésnek, még ellenérizniink kell, hogy x, = 5 esetén teljesiil-e:

X+v3x+1=0.5++v3:5+1=92=0, tehdt az egyenlet egyetlen megolddsa: x = 5.



34. NEGYZETGYOKOS EGYENLETEK II.

b) v2x —vx+1=1.
Megoldas
Az el6zé feladat megoldasmenetét alkalmazva (x, = 0 hamis gyok) az egyetlen megoldas:
5

X=Z.

3. E1 Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!

a) Vox—1+vVx+3=v/10x+6.
Megoldas

Kikotések: x = %, X=-3, x Z—%, Osszegezve: x = % Ezen az alaphalmazon a négyzetre

emelés ekvivalens atalakitas, ezért:

5 —1+x+3+2,/(5x = 1)(x + 3) =10x + 6;

2/(5x = 1)(x + 3) = 4x + 4.

Ujabb kikotés a négyzetre emelés eltt: x >—1, nem befolyasolja az eddigi alaphalmazt.
X*+6x—7=0.

Csak az x =1 felel meg a kikotéseknek.

b) Vax —1—V2x+4 =+v2x—5.
Megoldas

Rendezéssel kezdjik, hogy ne kiilonbség legyen az egyik oldalon:
Vax—1=v2x+4 +V2x - 5.

Kikotések: x > %, X=>=2, x> %, Osszevetve: x > %

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:
A —1=2x+4+2x—-5+2/(2x+4)(2x - 5);

0=2,/(2x+4)(2x = 5).

x, =—2 (hamis gyok), x, = % megfelel meg a kikotéseknek.

m Oldjuk meg az egyenleteket a val6s szamok halmazan!

a) X*+x—=3+Vx*+x =0.
Megoldas

Kikotés: x> +x >0, azaz x <—1, vagy x = 0.
Vezessiink be Gj ismeretlent: v'x*+ x =y, ahol y > 0. Ekkor:
y’+y—-3=0;

_-1+/D3 1413 el meg
- 2 2 '

Yia , ¥ =0 miatt csak az y, =

Visszahelyettesitve:
VX4 x = _1% ‘13, négyzetre emelve, majd rendezve:

2%+ 2x—7++V13 =0;

 —1+4/15-213

X, = 5 , mindkét gyok megfelel a feltételeknek.
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b) X*+x+vVx*+x+7 =5.
Megoldas

Kikotés: x>+ x + 7> 0.

2
X +x+7= (x + %) + %, tehat minden valés szam esetén teljesil a feltétel.

Vezessiink be Gj ismeretlent: v x*+x + 7 =y, ahol y > 0. Ekkor

y’—7+y=>5.

—14++145
2

A feltételnek az y =

Srxe7 = =1y145,

X +x—66++v145 =0;

_ —1++/241—4V165

X, 5 5 az egyenlet két megoldasa, mivel ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre.

felel meg. Visszahelyettesitve:

m Oldjuk meg az egyenleteket a valés szamok halmazan!

a) V(x—4) +x—4=4—x.
Megoldas
|x—4|+x—4:4—x.
|x — 4| =8—2x, ahol teljesiil a 8 — 2x = 0, x < 4 feltétel. Ekkor |x — 4| = 4 —x, tehat
4—-x=8-2x = x=4.
Ez valéban kielégiti az egyenletet.
b) v(2x+3)(2x - 3) —4x*+ 9 = 0.
Megoldas
(2x 4+ 3)(2x = 3) = 4x* = 9.
Kikotés: 4x* > 9 miatt x S—%, vagy x > %
Legyen /(2x + 3)(2x — 3) =y, ekkor
y=y" = y=0,vagyy=1
Hay = 0:/(2x + 3)(2x — 3) = 0, akkor x, , =J_r%, megfelelnek a feltételeknek.

Hay =1: /(2x + 3)(2x — 3) =1, akkor x, , =i@, megfelelnek a feltételeknek.

O Vx—14+2vVx—-2 =4.

Megoldas

Kikotés: x > 2.

Vegyiik észre a gyok alatti teljes négyzetet: (vx —2 +1 = x -1+ 2vx — 2.
Vx—2+1|=4.

T.eset Vx—2+1=4,hax=11ez megfelel a feltételnek.

2.eset VX —2+1=—4 = v/x—2 =-5, ami ellentmondas.
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m Oldjuk meg az egyenlétlenségeket grafikusan, majd algebrai dton is a valés szamok halmazan!

a) v2x—7=20.

Megoldas
Grafikus megoldassal: v A
Kikotés: 2x—7 > 0, azaz x> 7. |
Ezen az alaphalmazon azonos egyenlétlen-

ség, tehat a megoldas: x = %

b) vx—4=<0.
Megoldas

Grafikus megoldassal: y A
Kikotés: x = 4.

Egy megoldas van: x = 4, mert egy szam
négyzetgyoke nemnegativ.

o V5 —2x>1.
Megoldas
Kikotés: x < 3.

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas, ezért:
5-2x=1;
X< 2.

Osszevetve a kikotéssel, megolddsunk x < 2.
d 4=vax—1.
Megoldas

Grafikus megoldéassal:

Kikotés: x = % Ezen az alaphalmazon a négyzetre eme-

|és ekvivalens atalakitas, ezért:

16> 4x —1;
X = 177
Osszevetve a kikotéssel, megoldasunk % =x= 17
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2. E1 Oldjuk meg az egyenlétlenségeket a valés szimok halmazan! Vdlaszthatunk grafikus megoldast is.

a) Vx> —x.
Megoldas

Kikotés: x = 0. Megoldas: x > 0.
Grafikus megoldassal:

b) v—x <x.
Megoldas

Kikotés: x < 0. Megoldas: x = 0.
Grafikus megoldassal:

0 vx—9=x-05.
Megoldas

Kikotés: x = 9, ekkor a jobb oldal pozitiv. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalaki-
tas, ezért:

X —9>x*—10x + 25;

0=>x"—11x + 34.

Mivel a jobb oldal diszkrimindnsa negativ, igy minden x-re x> —11x + 34 pozitiv. Tehat nincs megoldas
a valés szdamok halmazan.

d) v2(x—3) <6 —4x.
Megoldas
Kikotés: x = 3. Mivel a bal oldal értéke nemnegativ, a jobb oldal értéke nem kisebb ennél, ezért
6 —4x=0,azaz x < % Nincs megoldas a valés szamok halmazan.

3. E1 Oldjuk meg az egyenlétlenségeket a valds szamok halmazan!

a) v3x—2=<+vx+1.

Megoldas

Kikotés: x > %, x = —1, Osszevetve: x = % Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atala-
kitas, ezért:

3Xx—2=<x+T1;
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XS%.

Osszevetve a kikotéssel, a megoldas £ < x <

Wl
N W

b) v8 —x=+v2x+8.
Megoldas

Kikotés: x < 8, x =—4, dsszevetve: —4 < x < 8. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés
ekvivalens atalakités, ezért:

8 —x=2x+8;

x=0.

Osszevetve a kikotéssel, a megoldas: —4 <x < 0.

O VX +5x +6 > x + 3.
Megoldas

Kikotés: x <—3, vagy x =—2, illetve a jobb oldalon levé kifejezés miatt: x =—3.

Osszevetve a kikotéseket: x >—2. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens 4ta-
lakitas, ezért:

X +5X+6>x+6x+9;

x <-=3.

Osszevetve a kikotéssel, nincs megoldds a valés szamok halmazan.

m Oldjuk meg az egyenlétlenséget a valés szamok halmazan!
janiuin
V5=X >,
2—vx

Megoldas
Kikotés: 0 <x <5, x # 4.
Mivel a szamlalé nemnegativ, ezért a nevezének pozitivnak kell lennie:
2—Vx >0;
x < 4.
Osszevetve a kikotéssel, a megoldas: 0 < x < 4.

5. E2 Oldjuk meg x-re az egyenlétlenségeket a val6s szamok halmazan, ahol a p valés paraméter!

a) (p+3)v4—x<1
Megoldas

Kikotés: x < 4. Vizsgdljuk (p + 3) el6jele szerint az egyenl6tlenséget.
1. Ha p = -3, akkor x < 4 esetén teljestl az egyenlStlenség.
2. Ha p <=3, akkor szintén x < 4 esetén teljestl az egyenl6tlenség.
3. Ha p > -3, akkor a négyzetre emelés ekvivalens 4talakitas:
(p+3)(4—x)<7;

1

41 _<x<4.
(p+3y

b) x < p—>5x.
Megoldas

Kikotés: x < % Vizsgaljuk p eléjele szerint az egyenlStlenséget.
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Ha p = 0, akkor x <+ —=5x-bél —x =0, és x # 0 miatt x < 0.

p
Ha p <0,akkorx§§<0.
Ha p > 0 és x < 0, akkor minden x < % esetén igaz az egyenlStlenség.

Hap>0és gz x > 0, akkor a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas:

X+ 5x—p <0;

-5—y25+4p =5+ /25 +4p
2 XS
X<—5+,/25+4p

2

, Osszevetve a kezdeti feltétellel:

MAGASABBFOKU EGYENLETEK MEGOLDASA
(OLVASMANY)

m A Cardano-formula olyan harmadfokui egyenletek esetén alkalmazhaté, amelyekben hianyzik a méasodfoku
tag. Ha tehat egy harmadfoki egyenlet nem hianyos, akkor — megfelelé atalakitasokkal — a formula hasz-
nalata el6tt ki kell kiiszobolni a masodfok tagot. Ez alapjan oldjuk mega 2x* + 3x? + 2x — 2 = 0 egyen-

letet!

Megoldas

A féegyttthatot eltiintethetjiik, ha 2-vel osztunk: x> + 1,5x* + x -1 = 0.
Ezutan megprobalunk teljes kobbé alakitani az (a + b)* = a® + 3a?b + 3ab? + b’ azonossag alapjan:

3 2 - LA SV I VR A I OV AN x40 i-
X+ 1,5 +x—1 _<x+§> +ZX_§_<X+ 2) + 4<x+ 2) 7- Alkalmazzuk a z = x + 5 helyettesi
tést, ekkor a megoldandé egyenlet z* + %z —% = 0 alaka.

2

A Cardano-képletbdl p =+ és g = —é értékekkel a gyokre

7= 3\/%+\/(%)2 \/——\/ ~1,077350269 — 0,077350269 =1.

Visszahelyettesitéssel meggyézédhet(]nk arrol, hogy z = 1 valéban megoldas: 1° + % —%

= 0. Ezutan

1 5 5

szorzatta alakitunk: z* + 2= 7= (z— 1)(22 +z+ Z)' A masodik tényezd diszkriminansa negativ, igy

egyetlen megoldas van: z = 1, azaz x = %

m Oldjuk meg az aldbbi magasabb fokl egyenleteket!
3x*

a)—+7+x 36 =0;

b)x>+x*+ 23+ 2+ 7x + 7 =0;
4 13 1 13

C)X+2 +3X_§X—ﬁ—0

d) x>+ 3x2+3x+5=0;
e x*+ 43 +6x2+4x-1=0;
f) 5x>—15x* 4+ 30x — 48 = 0.
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Megoldasok

a) Szorozzunk 8-cal és alakitsuk at az egyenletet: x¢ + 12x* + 8x2 = 288. Eszrevehetjiik, hogy
X, = 2 megoldas, s ekkor x, = -2 is az. T6bb gyok pedig nem lehet, mert az egyenlet bal ol-
dala x > 0 esetén szigorian monoton né, mig a jobb oldal konstans.

Egy masik lehetséges eljards az y = x? helyettesités. Az igy kapott harmadfoki egyenletnek
y-ban egy gyoke van, alkalmazhatjuk a Cardano-képletet.

b) x = =1 megoldas. Szorzatta alakitunk: x> + x* + 2x3 + 2x* + 7x + 7 = (x + 1)x* + 2x* + 7).
Nincs tobb megoldés, mert x* + 2x* + 7 = (x* + 1) + 6 > 0. (Az utobbi lépés helyett y = x?
helyettesitéssel konnyen megoldhaté masodfokd egyenletet kapunk.)

o) Eszrevehetjiik, hogy x, = —% megoldas, ezért kiemeljik az (X + %) gyoktényezot:

x*+ %x3 +3x% — %x - % = (X + %)(ﬁ + 3x — %) A masodik tényezd zérushelyét megke-

reshetjiik példaul a Cardano-képlettel, eredmény: x, = %

d) Teljes kobbé alakitassal prébédlkozunk: x* + 3x2 + 3x + 5 = (x + 1)* + 4, s innen
(x + 1)> = —4. Amegoldas x =¥ -4 —1.

e) A teljes negyedik hatvanybdl indulunk ki: x* + 4x* + 6x* + 4x -1 = (x + 1)* - 2.

gy x + 1) =2,x+1=%%2,x=-1+%2.

f) Az egyenletet atalakitjuk: 5x* —15x* + 30x — 48 = 0 < x* — 3x” + 6x — 478 = 0. A bal oldal

(x=1+3(x=1)— % alakba irhat6, ahonnan az y = x — 1 helyettesités utdn
y'+ 3y — % = 0. Cardano képletét alkalmazva y = 0,5 adédik, ahonnan x = 1,5.

36-37. U) STATISZTIKAI JELLEMZOK

Hatérozzuk meg a kovetkezé szamsokaséagra vonatkozo kozépértékeket és szorasi mérdszamokat!
a) 90, 85, 60, 27, 38, 15, 83, 63, 65, 1, 91;

b) 71,69, 71,15, 86, 60, 56, 63, 65, 94, 47;

©) 21,46, 6,92, 84, 68, 58, 93, 18, 56, 65.

Megoldas
a) b) o)
atlag 56,18 63,36 55,18
medidn 63 65 58
modus 71
szorasnégyzet 996,76 427,45 893,96
szoras 31,57 20,67 29,90
atlagos eltérés 26,13 13,79 23,59
darab 11 11 11

Hatdrozzuk meg a mediantél valé atlagos abszollt eltérést, a szérasnégyzetet és a szérdst a ko-
vetkezd gyakorisagi eloszldsok esetén!

a)
Adat 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Gyakorisag 1 0 2 6 9 23 19 19 21 14 8
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Megoldas

atlag 9,51

median 10

modus 8

sz6rasnégyzet 4,152

sz6ras 2,038

b)
Adat 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Gyakorisag 8 14 21 19 19 23 9 6 2 0 1

Megoldas

itlag 3,49

median 9

modus 5

sz6rasnégyzet 4,152

sz6ras 2,038

o)

Adat 15| 9 | -6 | 3| 0 3 6 9 |12 | 15
Gyakorisag 1 2 6 9 23 19 19 21 14 8

Megoldas

atlag 5,31

median 6

modus 0

szérasnégyzet 37,364

sz6ras 6,113

Készitstink listat osztalyunk tanul6inak cipédméretérdl! A lista alapjan szamitsuk ki a megismert kozépérté-

keket és sz6rodasi mérdszamokat!

Megoldas

Az olvaséra bizzuk.
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38-39. KOZEPPONTOS NAGYITAS
ES KICSINYITES, KOZEPPONTOS
HASONLOSAGI TRANSZFORMACIO

Rajzoljunk egy haromszoget és egy akkora szakaszt, amekkordra a hdromszoget nagyitani akar-
juk! Legyen a hasonlésag kozéppontja
a) az egyik cstics;  b) az egyik oldal belsé pontja;  ¢) a hdromszdg belsé pontja!

Megoldas
Az olvasora bizzuk.

Az dbran megadtuk bizonyos szakaszok hosszat. Az e és d egyenesek parhuzamosak.
Toltstik ki a tablazat tires mezdit!

Megoldas

AE| 5| 8 |4,5]|12
EB| 3 196| 3|7
AC| 6| 5| 6 |144
CD|36| 6| 4] 9
EC| 2|32 |5] 8
BD| 32| 10| % |13

Adott egy a, egy b és egy egységnyi hosszlsagl szakasz. Szerkesszik meg az %, az ab, az a* és

a

b

az - hosszisagu szakaszokat!

Megoldas

Vegylink fel egy hegyesszoget, melynek csticsa O, szdrai e és f féle-
gyenesek. Legyen x = %, azaz % = %. O-t6l mérjink az e szarra egy-
ségnyi, az f szérra egy a hossz(sagl szakaszt, majd folytatdsdban uGjra
egy egységnyi szakaszt. Végpontja R . Kossiik 0ssze az a hosszlisagu
szakasz O-t6l kiilonbozé végpontjat (P) a masik szarra mért egység-
szakasz O-t6l kulonbozd végpontjaval (Q). Hazzunk parhuzamost 3 P 1 R f
PQ-val az R ponton keresztiil, ennek e-vel valé metszéspontja legyen

S. A keresett szakasz a QS szakasz.

Hasonl6an atirhat6 ardnnya a tobbi szerkesztendd szakasz is : (y = ab; z = a?; u =

y_b., z_a u_a

a1 a1 1 b’
szarra, folytatasaban a szamlaloban allé szakaszt, mig a bal oldal nevezében &ll6 szakasza az e
szarra kerll, és annak végpontjatdl az el6zGekben leirtak szerint szerkesztett parhuzamos e-vel
valé metszéspontjdig tart a keresett szakasz.

Az arany jobb oldalan a nevezében 4ll6 szakaszt mérjik az f
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m Szerkessziink egyenl szar( hdromszoget, ha az alapja 6 cm és az alap és a szar ardnya

a) 3:4.
Megoldas

Itt a szar 8 cm, tehat harom oldal ismeretében a hdromszog megszerkeszthetd.

b)2:1.
Megoldas

Itt a szar 3 cm, tehat a haromszog-egyenlStlenség miatt a hdromszog nem szerkeszthetd.

[ 5.Ki :
.

b ) , Y
<
z’ Q X
X=YX=2Z és X+y+2z =2(@+b)
Xy z

Adott egy téglalap és egy haromszog. Jeloljik ki a tég-
lalap egyik cstcspontjét, a kertletén pedig tlizziink
ki még két pontot tgy, hogy a kerilet harom darab-
janak aranya megegyezzék a haromszog oldalainak
aranyavall

Megoldas

Mérjik egymas mogé egy szog egyik szdrara a ha-
romszog oldalait, majd a masik szarra a téglalap ke-
riletét. Kossiik 6ssze a haromszog keriletének vég-
pontjat a téglalap keriletének végpontjaval. Ezzel
parhuzamosokat hizva a haromszég masik két olda-
lanak végpontjan at a téglalap kertletét a kivant
aranyban osztottuk fel. Ezeket a szakaszokat kell a
téglalap egyik csticsabdl az oldalakra visszamésolni.

40-41. SZERKESZTESEK KOZEPPONTOS
HASONLOSAG ALKALMAZASAVAL

Megoldas

Az olvaséra bizzuk.

Megoldas

Kicsinyitstink egy kort egy tetszéleges belsé pontjabdl a %-éra!

Adott két kor Ggy, hogy az egyik tartalmazza a masikat. Szerkessziik meg a hasonlésagi pontjaikat!

Rajzoljunk az egyik korbe egy ( a centralisra nem illeszkedd ) sugarat, a masik korbe egy vele parhuzamos
atmérét. Hazzuk meg a centrélist (a két kor kozéppontjat 6sszekotd egyenest). Kosstk Gssze a sugar kori
pontjat az atmérd végpontjaival, és ahol ezek az egyenesek metszik a centralis egyenesét, ott vannak a ke-

resett pontok.
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3.K3

Adott két kor, melyek kdzéppontjainak tavolsaga 10 cm.

a) Az egyik kor sugara 3 cm, a masiké 4 cm.

b) Az egyik kor sugara 3 cm, a masiké 7 cm.

c) Az egyik kor sugara 5 cm, a masiké 7 cm.

Szerkessziik meg a hasonldsagi pontjaikat! Szamitsuk is ki, milyen messze vannak a kisebb sugar
kor kozéppontjatol!

Megoldas

A szerkesztés megegyezik az el6z6 feladatban leirtakkal.
A belsé hasonlésagi pont meghatarozasa: Jelolje x a keresett tavolsagot.

-y . , x _3 _30
A hasonl6 haromszogek miatt 57— = 7, rendezve x = ==
A kiilsé hasonlésagi pont meghatarozasa: Jelolje y a keresett tavolsagot.
_y -3 -
y+10 = 47 rendezve y = 30.
A masodik feladatnal a belsé hasonlésagi pont az érintési pont. (x = 3); y = 7,5.
A harmadik esetben x = % ésy = 25.

Szerkessziink haromszoget, ha adott két szoge és a harmadik oldalhoz tartozé sdlyvonal hossza!
Megoldas

Szerkessziink haromszoget, melynek két szoge a keresett hdromszog két megadott szogével
egyenld. Ez a hdromszog a keresett haromszoghoz hasonlé lesz, és a hasonl6sag arany a mega-
dott sdlyvonal és a szerkesztett hdromszog megfeleld stlyvonaldnak aranya. Nagyitsuk (kicsinyit-
stik) az adott aranyban a hdromszoget.

Szerkessziink négyzetet, ha adott az egyik csticsot a szemkozti oldal felezépontjaval 6sszekotd
szakasz hosszal!

Megoldas

Szerkessziink egy tetsz6leges négyzetet, és rajzoljuk bele ebben a négyzetben az egyik csticsot a
szemkozti oldal felez6 pontjaval Gsszekotd szakaszt. Mivel minden négyzet hasonld, ezért a cstics-
tol felmérve a megadott szakaszt, megkapjuk a hasonlésag aranyat, amellyel a mi négyzetiinket
nagyitani (kicsinyiteni) kell.

Adott egy konvex korcikk. Szerkessziink
a) kort, amely érinti a korcikket hatarolé sugarakat és az ivet is;
b) négyzetet, amelynek két csticsa az iven van, masik kett$ pedig egy-egy hatdrolé sugdron!

Megoldas

Szerkessziink meg el@szor a korcikk szimmetriatengelyét.

a) A korcikk és a tengely metszéspontjaba érintét hiizva olyan egyenlé szard haromszoget kapunk
a sugar félegyenesekkel, amelynek beirt kore az elsé feladatnak megfelel.

b) Most szerkessziink olyan négyzetet, amelynek oldalai a szimmetriatengelyre merdlegesek, il-
letve parhuzamosak, a kozépponthoz kozelebbi két csticsa pedig a sugarakra illeszkedik. Ez
kozéppontosan hasonl6 a keresett négyzethez, a hasonlésag kozéppontja a korcikk kozép-
pontja. A kozéppontot a négyzet masik két csticsaval 6sszekots félegyenesek ezért kimetszi a
keresett négyzet két csticsat, ahonnan a masik két cstics szerkeszthetd.
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42-43. A HASONLOSAGI TRANSZFORMACIO
FOGALMA

m Egy haromszog oldalai 13; 17 és 20 cm hossztak. Egy hozza hasonl6 haromszog keriilete 80 cm. Mekko-
rak az oldalai?

Megoldas
A mi hdromszogiink kerilete 50 cm. Ez azt jelenti, hogy a hasonl6 hdromszog.

A megadottnak %—szbr('js nagyitasa. A hasonlé haromszog oldalai ezért 20,8 cm, 27,2 cm és 32 cm.

m Adott téglalapbdl vagjunk le egy egyenessel olyan téglalapot, amely hasonlé az eredetihez!
Megoldas
A feladat szerint — ha a téglalap hosszabb oldala a, a rovidebb pedig b — azt az x hossz( szakaszt kell meg-

szerkeszteni, amire 2 = % Az A csticsbél indul6 a oldalra A-tél indulva mérjik ra b-t. Hazzunk végpont-

jan at parhuzamost az A-val szemkozti atléval, ez kimetszi a b oldalbdl azt az x szakaszt, ami a téglalap ro-
videbb oldala lesz. Ezt az x szakaszt mérjik fel A-bél az a oldalra, ezen a ponton kell a-ra merélegest hiizni.
A lemetszett téglalap hasonl6 az eredetihez.

Megjegyzés: Ha a téglalap négyzet, akkor nincs megoldas.

3. E1 Bizonyitsuk be, hogy a trapéz atléi az alapok aranydban osztjak egymast!
Megoldas

Az ABCD trapéz alapjai AB és CD, atl6i AC és BD, az atlok metszéspontja M. Az ABM haromszog hasonlé
a CDM héromszoghoz (csticsszogek és MAB<L = MCD <L, mert egyallastak), ezért az alapok ardnya meg-
egyezik a hasonlésag aranyaval, tehat az atlék osztasaranyaval is.

m Egy trapéz alapjai 3 cm és 5 cm hossztak. Osszuk a két szarat 7-7 egyenl részre, és kosstik dssze a hosszabb
alaptél szamitott harmadik osztopontokat! Milyen hosszi az 6sszekotd szakasz?

Megoldas

ABCD trapéz alapjai AB = 5 cm és CD = 3 cm, egyik atléja AC. A hosszabb alaptél szamitott harmadik osz-
topontokat 6sszekotd, az alapokkal parhuzamos szakasz szarakon levé pontjai £ és F, az AC &tléval valé met-

széspontja P. Az AEP hdromszog hasonlé az ADC haromszoghoz, ezért EP = % 3= % Hasonléan CPF hé-

romszog hasonlé CAB haromszoghoz, igy PF = ;-5 = ? Tehat EF = ? cm.

m Egy téglalap egyik csticsat kossiik 6ssze a szemkozti oldal felez6pontjdval, és hiizzuk meg a csticcsal szem-
kozti atlét! Milyen aranyban osztjak ezek egymast?

Megoldas
Legyen az CD oldal felezé pontja E, és ezt kossiik dssze az A ponttal. Hizzuk meg a BD atl6t. Nézzik az
ACED trapézt. Itt az alapok aranya % = %, ezért a 3. példa alapjan harmadoljak egymast a szakaszok.

D
m Az ABCD négyszog oldalait 5-5 egyenld részre osztottuk. A D-hez

legkdzelebbi osztépontokat kossiik dssze a szemkozti oldalak B-
t6l szamitott harmadik osztépontjaval! Milyen ardnyban osztjak
egymast a szakaszok?

Megoldas

A D-hez kozeli osztépontok az AD oldalon legyen E és a DC ol-
dalon F; a B-tél szamitott harmadik osztépont a BC oldalon le-
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44-45. DEREKSZOGU HAROMSZOGEKRE VONATKOZO TETELEK

gyen pedig G és a masik legyen H. Hilzzuk be az AC atlét. mivel D f
_ 1\ e . _ 3\ Ebbél kévetke.
DEF, ~ DAC,, (/1 - 5) és BHG, ~ BAC,, (/’1 - 5). Ebbdl kovetke . .
zik, hogy EFGH trapéz, mert EF | HG, és az alapok ardnya é—FH = %
(@
A trapéz atl6i az alapok aranyaban osztjak egymast, ezért % = %
A o B

44-45. DEREKSZOGU HAROMSZOGEKRE
VONATKOZO TETELEK

m Adott egy a szakasz és az egységszakasz. Szerkessziink v'a hossz( szakaszt!
Megoldas

Hlzzunk Thalész kort az (1+a) hosszisagl szakasz mint atméré folé.
Allitsunk merdlegest az 1 : a aranyd osztépontban az atmérdre. Az at-
mérd és a Thalész kor metszéspontja kozti szakasz a magassagtétel sze-

rint v a hosszisagu.

m Egy derékszogli hdromszog egyik befogdja 5 méter, ennek meréleges vetiilete az atfogbn 3 méter.
Mekkora az atfogd és a masik befogé?

Megoldas

A befogd, meréleges vetiilet és a derékszogli haromszog magassaga dltal alkotott derékszogli ha-
romszoghél az atfogdhoz tartozé magassag hossza 4 cm. Innen a magassagtétel szerint az atfogd

masik szelete kiszdmithaté: 3x = 4> = x=%. Ebbdl kovetkezik, hogy az &tfogd
16 _ 25.
37 37
20
3

_16.25_16-25

c=3+ és a masik befogo a befogotételbdl b = x(x + 3) = 33 5

, ahon-

nan b =

3. K2 Mekkorak a derékszogl haromszog oldalai, ha az atfogdhoz tartozé magassag az atfogoét egy
5 cm-es és egy 12 cm-es darabra osztja?

Megoldas

Alkalmazzuk mindkét befogéra a befogotételt (az atfogd 17 cm). Ebbdl az egyik befogd

a=+17-5 =285, amasik pedigb =+v17-12 = v 204.

m Adott terilet(i téglalapok kozott melyiknek a kertlete a legkisebb?

Megoldas
A téglalap terllete T = ab, ahol a és b a téglalap két oldalanak hosszat jeloli. A keriilete
K = 2(a+b), igy a szimtani és mértani kozép kozti egyenlétlenséget felirva: vab < 2 ;b, amibdl

VT < % Egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha a = b, vagyis ha a téglalap négyzet.
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m Egy kor h hosszisagl hurja a ra meréleges atmérét egy p és egy q hossziisagu részre bontja. Bizonyitsuk be,
hogy h = /pq!
Megoldas
Az atmérd felezi a ra meréleges hart. A hir végpontjait az atmérd végpontjaival 6sszekdtve derékszogl ha-

romszogek keletkeznek. (Thalész kor) A magassagtétel szerint g =4/pg.

m Derékszogli hdromszogbe az atfogora allitott négyzetet irunk. Bizonyitsuk be, hogy az atfogén keletkezett
harom szelet kozil a kdzépsé a két sz€lsé mértani kozepe!

Megoldas

Toljuk az atfogéval parhuzamosan az egyik kis haromszoget a masik mellé. (Ez a k6zéps6 szakasszal valé
eltolast jelent.) Az dllitas éppen megfelel a magassagtételnek, mivel a négyzet oldalai egyenlék.

46. SZOGFELEZOTETEL

m Egy haromszog oldalainak hossza a = 8 cm, b = 9 cm, ¢ = 10 cm. Mekkora részekre osztja a B csticshol
indulé szogfelezé a b oldalt?

Megoldas
A szogfelezé a szemkozti oldalt a kozrefogd oldalak aranyaban osztja.
Ezért =X — 10_5 ahonnanx = 4,és9 —x = 5.

X 8 ~ 4

m Bizonyitsuk be, hogy ha az A-bdl indulé kiilsé szogfelezé D-ben metszi a BC oldalt, akkor == =

Megoldas

B 7 c 5

Ahhoz, hogy az A-bdl szogfelez6 messe a szemkozti BC oldalt az kell, hogy a hdromszdg ne legyen egyenlé
szarG , azaz b # c. Feltehetjik, hogy a haromszogben ¢ > b. Legyen a kiilsé szogfelezé metszéspontja D a
BC egyenesen. Mérjiik fel A-bol B felé a c oldalra a b oldalt. A végpontot jelélje P. A PCA haromszog egyenld
szar(, tehat az A-bol indulé szogfelezé merdleges a PC oldalra. Tanultuk, hogy a belsé és a kiilsé szogfe-
lez6 is merdleges egymasra, tehat PC || AD , ezért BCP, ~ BDA,. Felirhatjuk tehat, hogy
BC _c—b_BD-CD | .4 b_4 CD_ b_CD

BD~ ¢ BD c='"BD < ¢~ BD




3. E1

46. SZOGFELEZOTETEL

Az ABC haromszog AB oldaldnak C, felez6pontjn at hizzunk
a C-beli szogfelezével parhuzamost! Az abra jeloléseit hasznélva Q
bizonyitsuk be, hogy AP = BQ! C

Megoldas

Jelolje a szogfelezd metszéspontjat az AB oldalon R. Mivel
AC,P, ~ ARC, (A kdzépponti hasonlésag) és BC.Q, ~ BRC Q

A
(B kozépponti hasonlésédg), ezért felirhaté az oldalak aranyara, C

hogy y

1 _ BQ ~ BO = BCBC AC AP

AC
=BC = AP = 55AC,.

=AC~ AR
BC _ AC

A szogfelezd tétel miatt BR= AR

és BC, = AC,, mert C, felez6
pont, tehat AP = BQ.

Az ABC hdromszdg AB oldaldnak C, felezépontjét 6sszekotjik a

C, /' R
C
szemkozti csticesal. A kapott két haromszogben a C,-bél indulé
szogfelezék a haromszog AC oldalat £-ben, BC oldalat D-ben
metszik. Bizonyitsuk be, hogy DE parhuzamos AB-vel! (Lasd az
abréat!) 3

Megoldas
Mivel AC, = C B, ezért a haromszdg mindkét oldalat a C,-bdl

indulé szogfelezék 0, g a szogfelezo tétel miatt. igy tehét a G

CED, ~ CAB,, mivel két oldal ardnya és a kdzbe zart sz6g megegyezik (C kozéppontd kozép-
pontos hasonlésag). Ebbd| viszont kévetkezik, hogy AB | ED.

Egy hdromszog két oldala a és b, a kozbezart y szog szogfelezdje f. Tudjuk, hogy y = 120°. Bi-

zonyitsuk be, hogy % = %+ %!

Megoldas

Mérjtk fel a b oldal C-n tali meghosszabbitasara az a oldalt, végpontja legyen D. BCD haromszog
egyenl6 oldalG, mert CD = CB = a, és a szarszoge 180° — 120° = 60°. Jeloljik E-vel a C-bdl in-
dulé szogfelezé és az AB oldal metszéspontjat. Az AEC haromszog hasonlé az ABD haromszog-
hoz, mert @ kozos szog és mindkettében van 60°-os szog. Felirhatjuk a megfelel6 oldalak ardnyat:
f b

2= 24D ahonnan atrendezéssel adodik az allités.
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47. HASONLO SIKIDOMOK TERULETENEK ARANYA;
HASONLO TESTEK TERFOGATANAK ARANYA

m Hogyan véltoztatja meg a sikidomok tertiletét a
- 3. -1 =3
a)Ad=3; b)A_2, C)A_4
aranyd hasonlésagi transzformacié?
Megoldas

A sikidomok tertilete

a) kilencszeresére novekszik;
b) negyedére csokken;

c) %-szoroséra csokken.

m Hogyan véltoztatja meg a testek térfogatat a

a) A =-2; ba=3; QA= di=3
aranyl hasonldsagi transzformacié?
Megoldas

A testek térfogata

a) 8-szorosara né

b) 27-szeresére novekszik;
© nyolcadara csokken;

27 . .
d) 975 -sZorosdra csokken.
Egy haromszog minden oldalat osszuk 5 részre! Az dbranak megfelel$
vonalkdzott hdromszog tertilete mekkora része az eredetinek?
Megoldas
A harom levagott haromszog mind egybevago és az eredetihez ha-

sonlé. A hasonldsag aranya %, ezért egy kis haromszognek a tertilete

az eredeti hdromszog teriiletének 2i5—szerese. A vonalkazott rész te-
riilete tehét az eredetinek az 1 — 3 - = 13 része
25 25 '

m Osszuk fel egy kor tertiletét vele koncentrikus korrel két egyenld részre!
Megoldas

Ahhoz, hogy a vele koncentrikus kor teriilete az eredetinek a fele legyen, a sugara az eredetinek a v'2 -ed

2 szerese kell legyen. Ekkora példaul az r sugarG négyzet koré irt kor sugara.

része, azaz a 5

5. K2 Egy trapéz alapjai 15 cm és 21 cm. Hanyszorosa a kiegészité haromszog terilete a trapéz tertiletének?

Megoldas
A kiegészité haromszog hasonlé a trapéz és a kiegészité haromszog éltal egyditt alkotott hdromszoghoz.
2 . . tkieghsz _ 15 2 _ 25 4 . o L2 .
Ezért felirhatjuk, hogy ——==—— = (53] = 4&. Innen egyenletrendezéssel a kiegészité haromszog te-
tkfeghsz + ttrapéz 21 49

rilete a trapéz teriiletének a %2 -e.



A HAROMSZOG TERULETE ES A HAROMSZOG OLDALAIT ERINTO KOROK

m Rajzoljuk meg egy haromszog stlyvonalait! Az oldalak felez6pont-
jaibol hizzunk parhuzamost az egyik stlyvonallal a masik sdlyvo-
nalaig (dbra)!

a) Mekkora része a vonalkazott haromszog teriilete az eredetinek?

b) Igazoljuk, hogy a hdromszog sdlyvonalaibdl szerkeszthetd ha-
romszog!

c) Mekkora része a stlyvonalakbdl szerkesztett haromszog terdlete
az eredetinek?

Megoldas

a) Tanultuk, hogy a stlyvonalat a csticsokkal 6sszekétve harom
egyenld teriletli részre bontjuk a haromszoget. Ebbdél kovetkezik, hogy — mivel az ABS ha-
romszogben SC, stlyvonal — az AC,S haromszog teriilete hatoda az ABC hdromszog teriileté-
nek. Legyen D az AS szakasz felez6 pontja. A C,D stlyvonal az AC,D hdromszdgben, ezért az
SDC, haromszog teriilete fele az AC,S haromszog teriiletének. Ebbdl kovetkezik, hogy az SDC,
haromszog terlilete tizenkettede az ABC haromszog teriiletének.

b) Az dbran lathaté haromszoget a stlyvonalak harmadaibdl szerkesztettiik. (A stlypont mellett
AS és AB felez6pontja a masik két cstics.)

c) Mivel az SDC, haromszdg oldalainak hossza harmada a stlyvonalakbél szerkesztett hdrom-

szOg oldalainak, ezért hasonlé hozza, és a hasonlésag aranya A = % Tehat az SDC, harom-

szog teriilete A> = %-e az ABC haromszog teriiletének. Mivel mindkétszer az SDC, haromszog

tertiletét fejeztiik ki, ezért a stlyvonalakbdl alkotott haromszog tertiletének kilencede egyenld
az eredeti haromszog teriiletének tizenkettedével. Igy a sdlyvonalakbdl szerkesztett harom-

9 _3

7= % része.

sz0g terilete az eredetinek

A HAROMSZOG TERULETE ES A HAROMSZOG
€ CLDAIAIT ERINTO KOROK (OLVASMANY)

Jelélje r az ABC haromszog beirt korének sugarat. (Az dbran r = OA, =
OB, = QC,.) lgazoljuk, hogy barmely hdromszogben teljesiil az r = %
Osszefliggés!

Megoldas

Az AO, BO, CO szakaszok behtzasaval az ABC haromszdget hdrom rész-

haromszogre bontjuk fel. (O a beirt kor kdzéppontja.) A részhdromszo-

gek tertiletdsszege az eredeti haromszog teriletével egyenld:

tse = tso T tco T acor

Az érintési pontba hizott sugar merdleges az érintére, ezért OC, = r az ABO haromszog AB ol-

AB-OC . C o Le s

— 1= % A masik két rész-

haromszogre is felirhatjuk a szimmetrikus kifejezéseket, ezért
_cr, ar br__(atb+c

tABC_2+2+2_r< 2

A

daldhoz tartoz6 magassag. Az ABO haromszog terlilete t,,, =

) =r-s. Ha az ABC haromszog teriiletét t-vel jeloljuk,

akkor a keresett dsszefliggés: r = L
S

Vagyis ha a hdromszog tertletét kifejezzik az oldalak segitségével, akkor a beirt kor sugara is
megadhat6 az oldalakkal.
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Jelolje r, az ABC haromszog a = BC oldaldhoz irt korének sugarat. (Az dbran r, = QA, = QB, = QC,.) Iga-

zoljuk, hogy barmely haromszdgben teljesiil az r, = Osszefliggés!

Megoldas

Az el6z6 feladat megoldasi modszerét kovetjik.

Az AQ, BQ, CQ szakaszok behtzasaval az ABQ, BCQ és ACQ ha-
romszogeket kapjuk. (Q a BC oldalhoz irt kér kozéppontja, melynek su-
gara r,.) Az ABC haromszog teriilete t,,. = €, + t,, — ;o A megfe-
lels haromszogekben QC,, QB, és QA, magassagok, hosszuk egyenlé: r .
(Mindegyik a hozzairt kor sugara.) Ez alapjan

cr,, br ar b+c—a 2s —2a
toe =g gt = gt =0 (P = (B ) = s - a).
Ha az ABC haromszog teriiletét t-vel jeloljuk, akkor a keresett 6ssze-

t
s—a’

fuggés: r, =

A betlizési szimmetria miatt természetesen a hdromszog b és c oldalaihoz irt korok sugara r, = ﬁ,
t
—cC’

Vagyis ha a haromszog teriiletét kifejezzik az oldalak segitségével, akkor a hozzairt kor sugara is meg-
adhat6 az oldalakkal.

illetve r. =
s

I A hdromszog terlletét megadhatjuk az oldalai segitségével. Probaljuk igazolni a nevezetes Héron-képletet,

mely szerint barmely hdromszog terilete felirhat6 t = v's(s —a)(s — b)(s — ) alakban!

(Utmutatas: El6szor mutassuk meg, hogy az AC,0O és AC,Q, valamint a BC,0 és QC,B haromszogek ha-
sonléak. Ezutan frjuk fel a megfelelé oldalak megegyezé ardnyait a nevezetes korok sugaraival; végul hasz-
naljuk fel az 1. feladat eredményét.)

Megoldas

Az ABC haromszog K kozépponti beirt kore az AB, BC, AC oldalakat
rendre az E, F, C pontokban érinti; hasonléan a K’ kézéppontd, BC ol-
dalhoz hozzairt kor megfelel§ oldalakkal vett érintési pontjait jeloljik
E', F', G'-vel. (Emlékeztetd: K és K’ kozéppontok a megfeleld belsé vagy
kiilsé szogfelez6k metszéspontjai.)

Az AKE és AK’E” haromszogek hasonléak, mert szogeik egyenléek.
IE,/L; = % Vezessiik be a
K’E" = r,, KE = r jel6léseket; a két tovabbi szakaszt pedig mar kifejeztitk a haromszog oldalainak a segitsé-
gével: A =5, ésEA = s —a.

A megfelel6 oldalak aranya megegyezik:

r
S—a

fgy az (1) % = egyenlethez jutottunk.

Egy masik Osszefliggést nyertink, ha a K’E’'B és BEK haromszogek hasonlésagat igazoljuk.
BKE <[ és K’BE’<Z. merdleges szarl hegyesszogek, igy egyenldk. A K’E’B és BEK haromszdgek valéban ha-

E'B _ EK innen (2) $=C€ = I

sonlok, mert szogeik egyenl6k. A megfelel6 oldalak aranyat felirva K = EB’ s b

2
(1) és (2) megfelel6 oldalait 6sszeszorozva 33— = r ; a kifejezést atalakitva

S T (G-a)s-b)
r’s? = s(s — a)(s — b)(s — ¢). Az 1. feladatban kapott t = rs 6sszefliggést felhaszndlva kapjuk a nevezetes te-
riletképletet: t* = s(s — a)(s — b)(s — ¢). A tétel ismertebb alakja a kovetkezé:

Barmely haromszog teriilete felirhaté t = ,/s(s — a)(s — b)(s — c) alakban, ahol a, b, ¢ a haromszog
oldalai, s pedig a félkerilete.
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Megjegyzés

Mit is kaptunk?

A haromszog harom oldalabdl kiszamithatjuk a tertletét; a terilet ismeretében pedig mar meg-
hatarozhaték a beirt és az oldalakhoz hozzairt kérok sugarai. A teljesség kedvéért, bizonyitas nél-
kil kozoljik a hdromszog koré irt korére vonatkozo formulat, amellyel a kortlirt kor R sugara is

abc

kiszamithat6: R = T

@ Egy konkrét feladat: Legyen a haromszog hdrom oldalaa = 10 cm, b = 24 cm és ¢ = 26 cm.

Szamoljuk ki a hdromszog nevezetes koreinek a sugarat!

Megoldas

a+12)+c:10+24+26:30

A hdromszog félkerilete s = S (cm);

teriilete t = ,/s(s —a)(s —b)(s —c) = v'30-20-6-4 = 14 400 =120 (cm?). A nevezetes ko-

rok sugarai:

r= % = % =4 (cm) a beirt kor sugara;

= ia = % = 6 (cm) az a oldalhoz irt kor sugara;

= ib = % = 20 (cm) a b oldalhoz irt kor sugara;

L= i == 1% = 30 (cm) a c oldalhoz irt kor sugara; végiil

R = % = % =13 (cm) a haromszog koré irt kor sugara.
Megjegyzés

A kortlirt kor sugara fele a c oldalnak, igy a haromszog derékszogli (Thalész-tétel). Ezért kap-
tunk ,szép” egész szamokat eredményil. Ha a szamadatokb6l hamarabb észrevessziik, hogy
a’ + b? = c?, akkor gyorsabban célhoz ériink.
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V. A VEKTOROKROL

49. VEKTOR SZORZASA SZAMMAL

34 —7

2

m Adott a vektorhoz szerkessziik meg a 2a, -3a, 3 —Ea, —V2a, Qa vektorokat!

Megoldas

2. K1 Adott a és b vektorokhoz szerkessziik meg a
a) 2a-b;

b) V2a++/2b;
o) %(a— 2b);

d) —%a + /2 (b — a) vektorokat!

Megoldas (abra)
b)

V2a +2b
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Legyenek A; B; C; D és E tetsz6leges pontok. Milyen A-ra igaz, hogy
AB + BC + CD = A(DE + EA)?

Megoldas
AB +BC + CD = AD = (-1)-DA;

A(DE + EA) = ADA;
Tehat A =—1.

50. EGYERTELMU VEKTORFELBONTASI TETEL

m Egy csonakot két kotéllel, egyenls erével hizunk. A kételek egymassal 60°-0s szoget zarnak be. Mekkora a
kotelekben haté erd, ha az eredé eré 200 N2

Megoldas

A kotelekben ébred6 eré a szabalyos haromszog tulajdonsagai miatt

=173 _ 2| _ 200

PN I  E8y 6 kg tdmeg( lampa fiigg az egymastol 12 m tévolsagra lévd poznak kozott kifeszitett kotél felezd pont-
jaban. A lampa belégasa 13 cm. Mekkora erék keletkeznek a kotelekben?

Megoldas

A 6 kg tomeg(i lampa 60 N erdvel hiizza a kételeket.
A két kotélerd tart egyensilyt ldmpa stlyaval. Az
ABC haromszog hasonl6 a PQC haromszoghoz, és
AC a Pitagorasz tételbd| kiszamitva 6,08 m, tehat

ICP _ 30 Bla
608=1 = |CP|~182,5N.
3. E1 Az a és b vektorok nem parhuzamosak. Hatdrozzuk meg @ és [ értékét!

a)7a+9b =aca+ 28 + 1)b;
b) 28 +a-3)a—(f—-a)b =0.

Megoldas

Az egyértelm( vektorfelbontasi tétel szerint, ha két vektor egyenld, akkor egyértelmiien irhat6 fel adott
a-nak és b-nek szamszorosaiként. Ezért

a)a=7é2+1=9, [ =4,illetve

b2 +a-3)=0é—-(-a)=0;a=16ép=1.

m Bizonyitsuk be, hogy a haromszog koré irt kor kozéppontjanak egy oldaltél mért tavolsaga feleakkora, mint
a magassagpontnak a szemkozti csticstol mért tavolsaga!
Megoldas
A haromszog koré irt kor K kozéppontjdbdl a haromszog csticsaiba egyenld hossza vektorok mutatnak.

A kovetkezd feladat megoldasa szerint KP — ¢ =CP =a+b, és arombusz atl6i merdéleges felezik egymast,



51. VEKTOROK A KOORDINATASIKON. HELYVEKTOROK

a+b

igy az AB szakasz felez8 pontjaba mutat6 vektor <=

, ami fele a C cstcsbél a magassagpontba
mutato vektornak, hiszen P azonos az M ponttal.

A haromszog koré irt kor kozéppontjabdl a csticsokba vezetd vektorok a, b, c. Bizonyitsuk be,
hogy ugyaninnen a magassagpontba mutaté vektor a + b + c!

Megoldas

A haromszog koré irt kor K kozéppontjabdl a haromszog csticsaiba egyenld hosszi vektorok mu-
tatnak. Jeldlje P azt a pontot, ahova az a + b + ¢ vektor mutat, tehat KP = a + b + ¢. Ebb6| ko-
vetkezik, hogy KP —c = a+b. Mivel a + b rombuszt feszit ki, igy az AB oldalra meréleges.

KP —c=CP =a+h, ésezért P pont rajt van a C-b8l indulé magassag vonalon. Hasonléan iga-
zolhatd, hogy a masik két magassag vonalra is illeszkedik, tehat P a magassagpont.

51. VEKTOROK A KOORDINATASIKON.
HELYVEKTOROK

Hatarozzuk meg az ABC haromszog oldalvektorait, ha
A(2; 3), B(=1; 1) és C(0; 5)!

Megoldas
AB =_B)—74)(—3; 2);
BC = ?—EU ;4);

CA = A-C(2;-2). o

\ 4
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m Nagyitsuk az el6z6 feladat hdromszogét kétszeresére az origbbdl! Mik lesznek a keletkezé haromszog csu-
csai, oldalvektorai?

y A Megoldas
A cstcsok: A'(4; 6) ; B'(=2; 2) ésC'(0; 10).
C’(0;10) Az oldalvektorok:
AB =B —A(—6;-4);
BC =C-B(2;8);
CA = A-C(4;-4)
A’(4;6)
C(0;5)
A(2;3)
B'(-2;2)
’[ 4
B(=1;1)
o >

Az ABC haromszoget (lasd 1. feladat)

a) tiikrozzik az x tengelyre;

b) tiikrézziik az origora;

o) tiikrozzik a (4; 2) pontra;

d) toljuk el a v(=5; 1) vektorral!

Rajzoljuk le és adjuk meg a képpontok koordinatait!
irjuk fel a képharomszogek csticsainak koordinétait!

Megoldas
a) A'(2; =3); B'(=1;-1); C(O;-5).
b) A(=2; -3); B"(1; -1); C"(0; -5).
o) A tiikrézés utan P pont felezé pontja lesz a AA* szakasznak. Ezért P=A 5 *, ahonnan A¥=2P-4.
A keresett pontok koordinatéi: A*(6; 1), B*(9; 3) és C*(8; —1).
d)A(=3;4); B,(-6;2); C,/(-5;6).
Y4 s
52. FELEZOPONT, OSZTOPONT
m Bizonyitsuk be, hogy ha PA + PC = PB + PD, akkor az AB és CD szakaszok valamely O pontra szimmetri-
kusak!
Megoldas

PA —'2_ PC _FB EPD . Ez éppen azt jelenti, hogy az AC és BD szakaszok

Osszuk végig 2-vel az egyenletet.

felez6 pontja ugyanaz a pont, tehat erre szimmetrikusak.



3. K2

52. FELEZOPONT, OSZTOPONT

irjuk fel az AB szakasz B-hez kozelebbi

a) negyedelépontjéba;

b) 2 : 7 aranyu osztépontjaba

mutaté vektort az A és B pontokba mutaté vektorok segitségével!
Megoldas

1TAB . Bontsuk fel a ket pont kozétti vektorokat helyvektorokra.

a) Legyen ez a pont P. PB = 4

—>

B-P= 1(?—?) Atrendezve és P helyvektorat kifejezve:

P=B ——(B ) = 33+17r

b) Itt a kiindul6 egyenléség :

%@ = 1ﬁ/ ahonnan az el6bbihez hasonlé 1épések utan az adédik, hogy

P=lB+3A.

Hosszabbitsuk meg az AB szakaszt A-n tdl
a) afelével;

b) a %-éval;

2__svall
©) az 13 aval!
irjuk fel az ide mutaté vektort az A és B pontokba mutaté vektorok segitségével!
Megoldas

1@. Ebbdl a felbontés és az

a) Jeldlje a keresett pontot P. Most a kiindul6 sszefiiggés: AP = — >

4trendezés utdn P = %E— %X
b) A kiindul6 6sszefiiggés: AP = —;ﬁ, ahonnan P = %E_ %X

3
B

‘ —_

c) A kiindul6 osszefliggés: AP = — 2 AB, ahonnan P = A.

_3
1377 1 13

w

irjuk fel az ABC hdromszog A csdcsabol indul6 szogfelezdjének a BC oldallal valé metszéspont-
jaba mutaté vektort az AB és AC vektorok segitségével!

Megoldas
A szogfelezd tétel szerint a sz6g a szemkozti oldalt a kozrefogd oldalak ardnyaban osztja. Az el-
jaras megegyezik az el6z6ekben bemutatottakkal. A szemkozti oldallal valé metszéspontot P-vel

P= M adodik.
b+c

jelolve és a szokasos jeloléseket hasznalva AP

Az O kozéppontd korben vegyiink fel két egymasra merdleges hirt, ezek végpontjai A, B, illetve
C, D, metszéspontjuk M. Bizonyitsuk be, hogy

OA + OB + OC + OD = 20M!

Megoldas Q

Az AB hiir F felez6 pontjdba mutaté vektor OF = @, a CD har G fe- .\ F :\ ,
]

lez§ pontjdba mutat6 vektor oC = @ E két vektor egymasra o > Z

merdleges, mert a hirok is azok voltak. A két vektort 6sszeadva a két har

metszéspontjaba jutunk. Tehat OM = 07; OB + &; @ Innen 2-vel

atszorozva adédik az allitas. D




V. A VEKTOROKROL

53. HAROMSZOG SULYPONTJABA MUTATO VEKTOR

m Bizonyitsuk be, hogy a haromszog stlypontjabél a haromszog csticsaiba mutaté vektorok dsszege 0!

Megoldas
s—at ? tcC

Vélasszuk a kozos O kezdSpontot a stlypontnak, igy a bal oldalon nullvektor &ll.

m Az ABE)héromszég sdlypontja S, a téle kiulonbozé tetszéleges XYZ haromszogé pedig Q. Bizonyitsuk be,
hogy AX + BY + CZ = 350!
Megoldas
Bontsuk fel a két pont kozétti vektorokat helyvektorok kiilonbségére.
AX+BY +CZ=X—-A+Y —B+7~-C. Felhasznalva a silypontba mutat6 vektorrol tanultakat:

350 =3(3-3)=3( X4V +Z A+§+f) _ R4V +7 —(A+B+7), 6s ezt kellett bizonyitani.

Az ABC haromszdg AB, BC, CA oldalén jeloljik ki rendre a P, Q, R pontokat tgy, hogy
a) AP = 2PB, BQ = 2QC és CR = 2RA;

b) AP = aPB, BQ = aQC és CR = aRA fenndlljon!

Bizonyitsuk be, hogy az ABC és PQR haromszogeknek kozos a stlypontjal

3. E1

Megoldas
a) Az osztopontba mutaté vektort kell elészor meghatarozni a ,kancsal szorzasi szabély” alkalmazasaval.
_A+2B. = _B+2C .. 5 _C+2A
P=LE28, =25 & R==550
P+3+R=A+B+C.Harommal osztva az egyenletet kapjuk az allitast.
b) Az osztépontba mutaté vektort kell el6sz6r meghatdrozni a ,kancsal szorzdsi szabdly” alkalmazdsaval.

A+a
T+a

. A harom egyenlet 6sszeadasabol az adédik, hogy

AP = aPB. Szétbontva és rendezve azt kapjuk, hogy P= . Hasonléan kapjuk, hogy

G- B+aC . p_C+al

T l+a T+a -

A hdrom egyenlet 0Osszeadasabol az adédik, hogy

P+Q+R=A+B+C.Hiarommal osztva az egyenletet kapjuk az allitast.

m AziBC Pﬁomﬁszég AE BC;CA OEaIegyenesén jeloljuk ki rendre a P, Q, R pontokat gy, hogy
a) AP = 3AB, BO = 3BC és CR = 3CA;
b) AP = QTB, @ — aBC és CR = aCA fennélljon!
Bizonyitsuk be, hogy az ABC és PQR haromszogeknek kozos a stlypontjal
Megoldas

a) AP=3AB-bsl P—A=3(B-A) = P=3B-2A. Hasonléan kapjuk, hogy Q=3C-2B és
R=3A-2C. A hdrom egyenlet 6sszeadésabol az adédik, hogy P+ Q +R=A+ B + C . Harommal
osztva az egyenletet kapjuk az allitdst.

b) AP = aAB < P= a'§+(1 — a/)X. Hasonléan 6= af+(1 —a')ﬁ és R = aX+(1 —af)?. A harom
egyenlet 6sszeadasabol az adodik, hogy P+Q+R=A+B+C.Harommal osztva az egyenletet kap-
juk az allitast.



A TETRAEDER SULYPONTJA

Az ABC hdromszog stlypontja legyen S, az XYZ haromszogé pedig Q. Az AX, BY, CZ szakaszok fe-
lez6pontjai legyenek rendre U, V és W. Bizonyitsuk be, hogy ha R az UVW hdromszog stlypontja,
akkor R felezi az SQ szakaszt!

Megoldas

Ehhez a feladathoz igazabd6l még abrat sem lehet késziteni. Nem mondtuk, hogy a két harom-
sz0g egysiki-e vagy sem, mégis vektorok segitségével ki tudjuk szamitani, hogy az allitas igaz.

Tudjuk, hogy a stlypontokba az S = M, illetvea 4 = X+Y+2Z \ektorok mutatnak.

3 3
A felezé pontokba mutat6 vektorok: U = A er X ; V= B er Y g W= ?er Z Az UVW hé-
romszoég stlypontjadba mutaté vektor R=U+ \g +W _ %( A ; X4 ?; LA 642' z ) =

= %(X+§+?+7+7+7), ez pedig azonos az SQ szakasz felezé pontjdba mutaté vektorral,
mert
FSQ:%(§+6):%<A+§+6+ X+§+Z>:%(A+B+f+X+Y+?):R.

A bizonyitas azt is megengedi, hogy a haromszogek kozul egy vagy tobb elfajulé hdromszog
legyen (vagyis egy egyenes harom pontja).

A TETRAEDER SULYPONTJA (OLVASMANY)

Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder stlypontjabdl a csticsokba mutaté vektorok 6sszege 0!

Megoldas
s = %(a +b + ¢+ d). Vélasszuk a kozos O kezdépontot a silypontnak, igy a bal oldalon null-

vektor all.

Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder lapjainak sdlypontjai altal meghatarozott tetraéder stlypontja
egybeesik a tetraéder stlypontjaval!

Megoldas

A tér tetszSleges pontjébol a lapstlypontokba vezetd vektorok S, = Hfm; g -ath+d

S = w és'S, = w E négy pont altal meghatarozott tetraéder stlypontja

e 2, V_1/b+c+d a+c+d b+a+d a+c+b)_
S_Z<5A+?B+SC+SD>_Z< crf,axzac asazc art )—

1/3a+3b+3c+3d 1
:Z<a : ¢ )ZZ(a+b+C+d)‘

Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder stlypontja felezi a szemkozti élparok felezépontjait dsszekotd sza-
kaszokat!

Megoldas

A szimmetria miatt elég megmutatni példaul az AB és CD élek felez$ pontjait 6sszekoté szakasz

felezé pontjarél, hogy a silyponttal azonos. A szemkozti élparok felezépontjaiba mutaté vek-

torok (ha a tér tetszSleges pontjabdl a tetraéder csticsaiba mutaté vektorok A; B; C
> > A+B_ C4+D

- +
. Ezek felezé pontja: F = Fas ; fo _ 2 3 2 =

7 _A+B . 7 _C+D
=" és fp= 5

+B+C+D _Z
ABLCHD

, és ezt kellett bizonyitani.
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V. A VEKTOROKROL

54. A VEKTOR ELFORGATASA +90°-KAL

m Egy négyzet két szomszédos csticsa A(1; 4), B(5; 2). Szamitsuk ki a CD oldal felez6pontjanak koordinatait!

Megoldas
Felezé pont (AB) F(3;3)
AB(4;-2)
/ \ (£90°-os forgatds)
(2;4) (—2;-4)
Felezd pont (CD) P.(5;7) P,(1; 1) (+F)

m Egy négyzet egyik cstcspontjanak koordinatdi A(8; —2), atldinak metszéspontja C(%T7; 3). Szamitsuk ki a

tobbi csticspont koordinatait!

Megoldas

A C csticsot megkapjuk, ha A-t tikrozziik G-re. C(5,5; 8).

AB(-1,25; 5)
/ \ (£90°-os forgatds)
(5;1,25) (=5;—1,25)
B(11,75; 4,25) D(1,75;1,75) (+C)

Egy egyenld szarl derékszogli haromszog atfogéjanak végpontjai A(-3; —1) és B(5; 3). Szamitsuk ki a sdly-
pontjdnak koordinatait!

Megoldas
Felez6 pont F(1; 1)
FB(4; 2)
/ \ (£90°-o0s forgatds)
(2;-4) (=2;4) O
(5:-3) (-33) (=57")
5(5-) (7] )

m Az ABCD téglalap hosszabb AB oldala haromszorosa a rovidebbnek. A révidebb oldal végpontjainak koor-
dinatéi B(-3; —2) és C(4; 1) Szamitsuk ki a tobbi csticspont koordinétait!

Megoldas
KO; 3)
/ \ (£90°-0s forgatas)
(3;-7) (=3;7)
(9; —21) (=9; 21) (= BA = CD = 38C*™)
A,(6; —23) A,(=12;19) (+B)
D,(13; —20) D,(-5; 22) (+C)
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54. A VEKTOR ELFORGATASA +90°-KAL

m Egy szabalyos haromszog két csticsa A(5; 3v/'3), B(2; 0). Hatarozzuk meg a haromszog harmadik
csticspontjanak koordinatait!

Megoldas
Felez6pont ?:(% L)
AB(=3;-3V3)
/ \ (£90°-0s forgatas)
(3v3;-3) (=3v/3:3)
(%; —i> <_§/ i) <: F—C> _ @A—éﬂoo)
G8:9) G1;3/3) (P
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3. K1

VI. TRIGONOMETRIA

55. HEGYESSZOGEK SZOGFUGGVENYEI

Hatdrozzuk meg a szogfliggvényértékeit a fliggvénytablazat segitségével, ha

a) a = 80°%; b)a = 71°% coa=2623% da=50°14; e a = 0,37 radian!
Megoldas
a) sina =0,9848, cosa = 0,1736, tga = 5,671, ctga = 0,1763.
b) sin @ = 0,9455, cosa = 0,3256, tga = 2,904, ctga = 0,3443.
¢ 0,3°=18".

sina = 0,8854, cosa = 0,4648, tga = 1,905, ctga = 0,5250.
d)sina =0,7687, cosa = 0,6397, tga = 1,202, ctga = 0,8322.

0,37-180°

e) 0,37 radian = = =21°12".

sina =0,3616, cosa =0,9323, tga =0,3879, ctga = 2,578.

Hatdrozzuk meg a szogfliggvényértékeit zsebszamoldgép segitségével, ha

aa=11°9; b)a = % radian!

Megoldas
a) 11°9 = 11,15°.
sina =0,193378232, cosa = 0,981124283, tga = 0,19709861, ctga = 5,073602497.

T .. 180°
b)7rad|an— -

sina = 0,433883739, cos @ = 0,900968867, tga = 0,481574618, ctga = 2,076521397.
Megjegyzés: A szamolégépek tobbsége az utolso jegyet kerekitve irja ki (de nem mindegyik).

Melyik az az @ hegyesszog, amelyre
a)sina =0,2; b)cosa = 0,33; ctga =4,78; d)ctga = 5,2102

Megoldas

A szdg visszakeresését fliggvénytablazat vagy zsebszamoldgép segitségével végezhetjik. Két tize-
desjegy pontossaggal:
a)a=11,54° b)a = 70,73°, ca=7818° d) a=10,87°

A definiciok segitségével igazoljuk a szogfiiggvények aldbbi egyszer tulajdonsagait!
Ha a hegyesszog, akkor

a)0<sina<1,0<cosa <T,;

b) 0 < tga, 0 < ctg e, és mindkét szogfliggvény tetszélegesen nagy értéket felvehet;

otga = sina. ctga = cosa,
cos @ sina
-1 -1
d)tga—ctga,,ctga! wa’ ;
Megoldas
Az ABC derékszogli haromszogben alkalmazzuk a hagyo- ¢ a
mdnyos jeloléseket.
a
A . c
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V1. TRIGONOMETRIA

a) Asina =2, cosa = b osszefliggés miatt az & < 1 és b 4 egyenl6tlenségeket kell igazolnunk. Ezek
c c c c
pedig azért igazak, mert a derékszogli haromszog atfogdja nagyobb, mint a befogéja.

b)Atga = % pozitiv érték tetsz6legesen nagy lehet, mert ha b-t rogzitjik, akkor a barmilyen naggya no-

velhet6. Hasonléan a ctga = g arany értéke minden hataron tdl né, ha a-t rogzitjik, és b-t néveljik.

o 2
0 SN& _ € _ 2 _ g4 valoban, és ctga = S5% = € = b s teljesl.
cosa b b sine.~ 4 4
c

c
d) A két azonossag a definiciok kozvetlen kovetkezménye.

W23 A definiciok segitségével igazoljuk a szogfuggvények aldbbi tulajdonsagait!
Ha a és @’ hegyesszogek és @ < «’, akkor

a) sina <sina’; otga <tga’;
b) cos @ > cos &'; d)ctga > ctgea'.
Megoldas

Az a) és b) esetben tekintstink egy tovabbi A’B’C” derékszogli haromszoget, melyben @’ > @ és ¢’ = c (tehat
a két derékszogli haromszog atfogdja ugyanakkora). A’B’C” szerkesztésébdl adddik, hogy a” > a ésb” < b.

’ ’
gy sine =2 <& =sina’ és cosa = by b _ osa
c ¢ c’ ¢

B’

A

b C c
A ¢) esetben az A’B’C” derékszogli haromszog AC befogdja legyen rogzitett b hosszisagi. Ha most & <

a',akkora < a’, éstga = acd - tga'.

b b

A d) esetben felhaszndljuk c) eredményét, valaminta tg o = Osszefliggést. Ha @ < ', akkor tehat

ctga
0 < tga < tga'. Mindkét oldal reciprokdt véve az egyenlétlenség megfordul, tgia' > @, azaz
ctga > ctga’.
m Egy templomtorony 50 méter tavolsagbdl 24°-os szogben latszik. Milyen magas a torony?

Megoldas
Ha a torony magassaga m, akkor tg 24° = %, sinnen m = 50 - tg 24° = 22,3. A torony magassaga tehat
kb. 22 méter.

7 K1 Egy kilencemeletes lak6haz emeleti szintjei atlagosan 3 méter magasak. Mekkora lat6szog alatt latszik
100 méter tavolsagbdl az épulet?
Megoldas
Ha a foldszintet is szamitjuk, akkor a hdz magassaga 10- 3 = 30 méter. Az @ latészogre tg @ = %, innen

a~16,7°



n Az ABC derékszogl haromszogben (y = 90°) a hagyoma-

56. DEREKSZOGU HAROMSZOGEK ADATAINAK MEGHATAROZASA

56. DEREKSZOGU HAROMSZOGEK ADATAINAK
MEGHATAROZASA

nyos jeldlésrendszert alkalmazzuk.

Hatarozzuk meg a haromszog szogeit és oldalait, ha
Kt 99a=8cm, b=15cm;

K1 b) o = 25°, a=10cm;

K1 ¢) 5 = 55°, qg=7cm;

Kl da=13cm, p=5cm;

K2 e)c=10cm, m=4cm! A
Megoldas
a) Pitagorasz tételébdl ¢ = v'a* + b* =17 (cm). sina = % = %, innen @~ 28,1°és 5 =90°—-a ~
~61,9°.
= ° _ = O. ¢ = é A = a = 10 ~ = é i
b) f =90°-a = 65° sin @ o ebbdl ¢ sna — snos © 23,66 (cm). tg & [ innen
a 10
=2 _ ~ 21,4 .
ga ~ 1g25° 45 (cm)
¢ a =90°-p = 35% cosa = 9 innen b = 9  _ L:SSS (cm).tga = M innen
! b’ cosa cos 35° ! q’
m=q-tga =7-1tg35°~4,90 (cm).sin § = M ebbéla = " ~ .4/90 ~ 5,98 (cm). Pi-
! a’ sinff sin55° !

tagorasz tételébdl ¢ = v a* + b*> =~ 10,43 (cm).

d) cos B = g = %, innen 8= 67,4°. a =90°-B~=22,6°sinf = %, ebb8lm =a-sinf =
_ o o . _m . - m 12 ~ Ao
=13-5sin 67,4°~ 12,00 (cm). sin & b innen b Sna 7sin22,6° 31,23 (cm). Vegul
c=+va’+b’~=33,83 (cm).

e) ¢ = 10 cm, m = 4 cm. A magassagtételt alkalmazva m* = pq = p(c - p), igy p* —pc + m? =
= 0. Ebbdl a p? — 10p + 16 = 0 masodfokl egyenlethez jutunk, melynek két gyoke p, = 2
és p, = 8. Szimmetriaokok miatt feltehetjiik, hogy p = 2 és g = 8 (p és q szerepe felcserél-

hetd). tg @ = % = 4 innen @ ~ 26,6° és [ = 90° — @ = 63,4°. Mivel sin ¢ = %, igy

gr

_._m _ 4 - 4 . __m _ 4 N
b= Sna ~ sin26,6° 8,93 (cm), és hasonléan a Snf ~ Sn63. 40 4,47 (cm).

Megjegyzés: A szamitdsokban, ahol csak lehetséges, az eredeti alakokkal dolgoztunk.

m Egy kertrész egyenlé szarG haromszog alakd, melynek szarai 15 m hossztak, a szarak éltal bezart

szog 52°. Mekkora a kert alapja és tertilete?
Megoldas

Az ABC egyenl6 szard haromszogben legyen AC = BC = 15 m, az AB alap
hosszat jelolje a. A szarak altal bezart szog CF felezéje egyttal az alap fe-
a

lez6merdlegese, igy sin 26° = %, sinnena = 30 - sin 26°~ 13,15 (m).

€os 26° = %, igym = 15- cos 26°= 13,48 (m).

3

A haromszog teriilete 2 '2m ~ 88,6 (m?).

) I W

N 1
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V1. TRIGONOMETRIA

Az ABCD deltoidban AC szimmetriatengely, az AD oldal kétszer olyan hosszi, mint a DC oldal, és
DAB< = 54°. Mekkorak a deltoid oldalai és szogei, ha BD = 10 egység?

Megoldas

Két megolddas van, attél figgben, hogy a négyszog konvex vagy konkav deltoid.

A konvex deltoid dbraja szerinti jeloléseket alkalmazzuk: AB = AD = 2a, CD = CB = a, az atlék metszés-
pontja M. A tengelyes szimmetria miatt DM = MB = 5 egység, DAC{ = CAB< = 27°, és legyen
DCA< = BCAL = 7.

2a
A A
Az AMD derékszogli haromszogben sin 27° = %, innen 2a = ﬁ ~ 11,01 (egység),
a~ 5,51 (egység). sin y = g = 5551, innen 7 = 65,2°. A konvex deltoid oldalai AB = AD = 11,01 egység,

360° — AL — CX
2

A konkav deltoidban csak a szogek masok. C<L = 360° - 2y = 229,6°, sigy B<L = D = 38,2°.

CD = CB = 5,51 (egység); szogei AL = 54°,CL =2y =130,4°, BL =D< = = 87,8°.

m Adott az O kozéppontd, r = 20 egység sugarl kor. Mennyivel hosszabb a kor 100%-o0s kozépponti sz6gé-
hez tartozo rovidebbik ive, mint a hirja?

Megoldas

A 100°-0s kdzépponti sz6ghoz tartozé AB hir felezépontjat jelolje F,
a hir hosszat h. Az OFB derékszogli haromszogben FOB <L = 50°, igy

h
sin 50° = % Osszefliggésbdl h = 40 - sin50° = 30,64 (egység). A ro-
i 100 .

videbbik AB iv hossza 360 2T ~ 34,91 (egyseg).

I
Vagyis az iv = 4,27 egységgel hosszabb. 150°

h
D o
A F B
m Szerkessziik meg azt a hegyesszoget, melynek

a) szinusza 0,2; b) koszinusza %; ©) tangense 2; d) kotangense V51
Megoldas

Jeloljik a-val a szerkesztend6 hegyesszdget. A megoldés soran azt hasznaljuk ki, hogy @ egy szogfliggvénye
hasonlé derékszogli haromszogeket hatdroz meg.
Az a) és b) esetben olyan derékszogli haromszogeket szerkesztiink, amelyekben a megfelelé befogé és

atfogo aranya 0,2, illetve 2

13°



56. DEREKSZOGU HAROMSZOGEK ADATAINAK MEGHATAROZASA

a) Az AB = 10x hosszlsagu szakasz Thalesz kére , valamint a B kozéppontd, 2x sugara kér met-
széspontja kijeloli C-t, amelyre BAC = a.
b) Az AB = 13x hosszlsagl szakasz Thalesz kére, valamint az A kozéppontd, 5x sugard kor met-

AC _ 5

széspontja jeloli ki C-t. Ekkor cos @ = AB = 13

Az utolsé két esetben pedig olyan C csticsti derékszogli haromszogeket szerkesztiink, melyek
befogdi

c) AC =x, CB = 2x;

d) AC = v'5x, CB = x.
(v/5x szerkeszthetd: Pitagorasz tétele értelmében az x és 2x befogéji derékszogli haromszog
atfogdja.)

m Az alabbiakban pitagoraszi szamhdrmasok két tagjat adjuk meg. Hatarozzuk meg a harmadik

tagot és a szimhdrmasok altal meghatdrozott derékszogli haromszogek legkisebb szogét! (Az
a < b < c pozitiv egész szamokat pitagoraszi szamharmasnak nevezziik, ha van olyan derék-
szogli haromszog, amelynek oldalai a, b, ¢ hossztak.)

a)a=3, b=4 bja=5 c¢=13; cob=24, c=25 da=6, c=10.

Megoldas
A Pitagorasz-tételt alkalmazzuk, az a* + b? = ¢? egyenlethdl:

a)c=5;sina = 3 innen @ =~ 36,9°.

5/
— 1. _ 12 . - o
b)b—12,cosa—ﬁ,mnena’~22,6.
7 . o
C)a=7;tga=ﬁ,mnena’z16,3.

d) b = 8; ez a haromszog hasonlé az a) haromszoghoz, igy a =~ 36,9°.

7. K2 Ptolemaiosz Kr. u. 150 kor(l Ggy talalta, hogy az egységsugari kor 1°-0s kbzépponti szogéhez tar-

PR 2 50 p .4 4 p
toz6 hirja 60 T 602 T o hosszisagu. (A kissé furcsa szamalaknak az az oka, hogy a tudés ere-
detileg 60-as szamrendszerben adta meg a szamot.) Mennyire volt pontos a kozelités? Nem lett
49

volna helyesebb az utols6 tag esetében a a0 a8y 657(}5 torttel szamolniuk a gorogoknek?

Megoldas

Ptolemaiosz eredményének kozelits értéke H = 0,017453703. Az 1°-0s
kozépponti szog olyan OAB egyenl6 szar( haromszoget hataroz meg,
melyet az O cslicshoz tartozé szogfelezé két egybevagd, 0,5%-os de-
rékszog(i haromszogre bont. igy az AB har fele r - sin 0,5° = sin 0,5°
hossz(, AB hossza pedigh = 2 - sin 0,5°= 0,017453071. B

A két érték eltérése kicsi: H—h = 6,32 107. Vizsgaljuk a valtozast: ——=z -

# ~4,63-10° = 46,3- 107, s ez jéval nagyobb, mint H — h. gy

azt mondhatjuk, hogy — ebben az alakban — Ptolemaiosz eredménye
pontos volt.
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m Az ABC derékszogli hdromszdgben (y = 90°) AC = 12, BC = 16 egység. Milyen hosszi a B csticsbdl hiiz-
hat6 szogfelez6?

A Elsé megoldas
A hagyomanyos jelolésekkel dolgozunk: AC = b, BC = a, ABC<L = f3, és jeldlje f a
BD szogfelezd hosszat.

Az ABC haromszogben tg f = 2 =12 hnen B~ 36,87° B ~ 18,43°. A DBC

~ 16’ 2
hdromszdgben cos g = %, innen pedig f = —2 7= cos 113 430 ~ 16,86 (egység).
cos & '

2

Masodik megoldas

Nem sziikséges a szogfliggvények hasznalata.
c=+va’+b* = 20. A szogfelezb-tétel szerint a belsd szogfelezd a szemkoztes

B a c oldalt a szomszédos oldalak aranyaban osztja. Ez alapjan % = % = %, igy

=16 Végiil Pitagorasz tételét alkalmazzuk a BCD haromszogben: f=+va’+ CD* =

= /16" + (EY ~ 16,87 (egység).

m Az r = 12 cm sugart korbe irt hartrapéz parhuzamos oldalainak hossza AB = 20 cm és CD = 10 cm. Mek-
korak a trapéz szarai és szogei?

Megoldas
A hirtrapéz egyenl6 szard, tengelyesen szimmetrikus négyszog. Az abra szerint jelolje a csticsokat A, B, C,

D, a kortlirt kor kozéppontjat O, az egyes oldalakhoz mint hirokhoz tartozé kozépponti szogeket 2a, 25,
27. A parhuzamos oldalak és O helyzete alapjan két esetet kilonboztetliink meg.

DC

Az elsé esetben a parhuzamos oldalak kozrefogjdk az O kozéppontot. Ekkor sin @ = %, innen

180°—a —f
2

A trapéz szogei: AL = 180°—a -7y~ 74,1% BL =A<; CL =D< =180°-A< = 105,9°.

Atrapéz AD és BC szdra 2 - 12 - sin v ~ 18,25 egység hosszu.

a=~56,4% éssin ff = %, gy f~24,6°% y = ~ 49,5°

A masodik esetben O a trapézon kivil esik. Ekkor a és S értéke véltozatlan, y = a;ﬁ ~ 15,9°

AL =90°-7-090°-a) =a-7r=40,5° BL =A<; CL =D =180°-A< =~ 139,5°.
Atrapéz AD és BC szdra 2 - 12 - sin y = 6,58 egység hossz(.
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m Milyen hosszl a Raktérit6? (A Foldet tekintsiik R = 6370 km sugart gombnek.)
Megoldas

A Réktérit6 a ¢ = 23,5°%-0s északi szélességi kor. A Fold flggdleges ten-
gelyén atmend sik altal kimetszett f6korbdl (ez egy hosszlsagi kor) az
erre merdleges Raktéritd sikja az abra szerinti BC hirt metszi ki. A Rak-
térité kozéppontjat jelolje A, ekkor OBA<L = ¢ szintén (valtészogek). ¢

®
Ha r jeloli a Raktérits sugarat, akkor cos ¢ = %, sinnenr~R- cos . / R

A Raktérité hossza 2- R- cos ¢ - # = 36 704,3 =~ 36 700 (km). @)

57. OSSZEFUGGESEK A HEGYESSZOGEK
SZOGFUGGVENYEI KOZOTT

m A trigonometria alapegyenletének felhaszndldsaval hatdrozzuk meg az a hegyesszog tobbi szog-
fuggvényének a pontos értékét, ha

a)sina = 0,6; b) cos a = otga =5; d) ctga = 0,5!

1
3 ’
Megoldas

Asin? @ + cos’ @ = 1 egyenletbdl kifejezhetjik sin @ és cos a értékét is. Mivel a hegyesszogek
szogfiiggvényei pozitivak, sin @ = /1 — cos’a éscos @ = V1 —sin*a.

Kifejezhet6 tg a és ctg @ is a szinusz- vagy koszinusz fliggvényekkel: tg & =

_ J1—cos’a _  sina és cto g — 1
cosa V1 —sin’a’ 8 tga’

_ 7 _ . _ sina _ 0,6 _ . _ 1 _ 4
a)cosa=41-0,6" =08 tga = cosa ~ 08 " 0,75; ctga = wa = 3

b) sina = 1_<1)2 :@;tga: sina :x/g,ctga'=i.
—cos’ @
2

3 3 Ccos V8
2
V1-cos’a _ 5. Négyzetre emelhettink: L = 25, azaz cos’a = N
cosa cos‘a 26

sin
cosa

o)

(Ismét kihasznaltuk, hogy cos @ > 0.) ctg @ = 1; sine = V1 —cos’a = —2—.
> /26
1 2
—=, sina = —=—.
V5

d) tga = 2. Az el6z6 gondolatmenetet alkalmazva cos o =

m Oldjuk meg az elézé a)—d) feladatokat, de most a trigonometria alapegyenletének felhasznélasa
nélkal!

Megoldas
Alkalmazzuk a haromszog oldalaira és szogeire a hagyomanyos jelolé-
seket! B
a) Mivelsina = 0,6, legyen a = 6x, ¢ = 10x hossz(. (Vagy a derékszogU
haromszogek hasonlésaga folytan vélaszthaté a = 6, ¢ = 10; vagy c
a = 3, ¢ = 5.) Ekkor Pitagorasz tételébdl b = ,/(10x)* — (bx)* = 8x.

_b _ . _ bx _ . _ 1 _ 4 a
cosa/—E—O,S,tga'— 8x =0,75ésctga = tga 3’ A
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b) Legyenb = 1,c = 3. Ekkora = /32— 12 = V8 ;sina = @;tga= V8, ctga = 1

¢ Legyena =5,b = 1.Ekkorc = v5*+1° = ¥26;sina = > ,cosa = ——, ctga =

75

1
2

d) Legyena = 2, b = 1. Ekkorc = v22 41> = V/5;sina = L,cosa/= %,tga'=2.

Az ABC haromszogben y = 90°, 5 = 30°, AC = 10 egység. Milyen hosszl a B csticsbdl htizhat6 szogfelezé?
(Pontos értéket adjunk meg!)

Megoldas

15°

132

Ha szogfuggvényeket alkalmazunk, csak kézelitd értékeket kapunk. A BCD haromszogben cos 15° = &

innen f =

lent6ségli, mert f =

ennyi.

V3
2

= 10-vV3. Jelolje a BD szogfelezé hosszat f. A szogfelezé-tételt alkalmazva

AD _ AB 20 2 V3 L .
= igy CD = -10. Végil alkalmazzuk Pita-
&y V3 +2 5

Az ABC fél szabélyos haromszog tulajdonsaga miatt AB = 20 egység és BC = 20

DC = BC 10-/3 /3’

gorasz tételét a BCD hédromszogben: f2=a?+ CD? = 100-3 +

f= /3004290
7+4V3

1
1003y

f/
a___10-v3 _ 17,93150944 szamologéppel. A pontossag ez esetben csak elvi je-
cos 15° cos 15° '
300 + 300

—2>~ __ szamolbégéppel kiszamolt értéke 8 tizedesje ontossagig ugyan-
7+ 473 gepp jegy p g1g ugy

Az el6z6 feladat alapjan hatarozzuk meg 15° pontos szogfliggvényértékeit!

Megoldas
Felhasznaljuk az el6z6 megoldéas eredményeit. A BC = a befogéval mint paraméterrel szamolva ¢ = %
ésb = —& . A szogfelez6-tételbél CD = —4—-p = /3 a __a . Az ACD haromszogben fel-
/3 s atc ﬁ+2 /3 V342 5
~ 8+4v3
irjuk a Pitagorasz-tételt: f> = a> + CD? = a’ + ésinnen f=a, / "=
J 8 7 +4 f 7+4v3

A keresett szogfliggvények pontos értékeit az ACD haromszog oldalaival adhatjuk meg. (A hanyadosok

nem fliggnek a-tol.)

sin 15° =

_CD _

f

J—+2 _ /7 + 43 / /7 + 443
a\/8+4‘/— f+2 8+4v3 7+4 8+4v3

7+4v3

ésctg15°=%= V3 +2.



57. OSSZEFUGGESEK A HEGYESSZOGEK SZOGFUGGVENYEI KOZOTT

m Hatdrozzuk meg 22,5° pontos szogfiiggvényértékeit!
Megoldas

Az el6zé feladat megoldasi modszerét kovetjik.
Az egységnyi befog6ji ABC egyenld szarG derékszogl haromszog-
ben (y = 90°, B = 45°) a BD = f szogfelez az AC oldalt a szomszédos

oldalak aranyaban osztja. Mivel AB = v'2, igy CD = 16.

felezd hossza f = A+2v2 242
V +/— V34272
sin 22,5 = €O _ 1+/§ _ 1 /3+42Y2 _
f \/4+2/§ 1T+v2 V4422

+2v2

/ /3+2V2 _ 1 )

3+2f 442V2 4+2f2 Jat+2/2]
cos225° = = [3+2V2.
4+42Y2

A szOg-

f
CD 1 : a
tg22,5° = == = 6sclg22,5° = & = V2 +1.
8 a 1278 D
m Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges @ hegyesszog esetén érvényesek az alabbi azonossagok!
. tg a sina
asinag = —32——; oJtga=——"——;
J1+tga 8 VY1 —sin’a
1 ctga
b) cos¢ = ———; d) cosag = —2——.
J1+tga J1+cg’e
Megoldas
sina sina sina sina )
a) tga _ COSQQ _ 2cosaf = Cos@  _ Cosa _ SN@ oo _ding
J1+tga \/1+sm a \/cos @, sina \/ 1 1 cosa
cos’ @ cos’@  cos’a cos’a  COs€
valéban.
R 1 1
b) A nevezé atalakitva ismét cosa’ 8y Jitga = —4— =cosa.
cosa

©) Az azonossag kozvetleniil adédik a cos @ = v/ 1 —sin® @ Osszefliggésbdl.

d) g _ ' cga - dsa _ g ctga - sina = cos a.
/1+ctg2a \/smza_l_cosza \/ 1 1
sinf@  sin*a sine - SIna
7 K2 Melyik @ hegyesszogre igaz, hogy
. a) sin (@ + 12°) = cos (@ + 26°); b) tg (@ — 15°) = ctg (@ + 57°)2

Megoldas

A potszogek segitségével egynem szogfliggvényekre tériink at.

a) cos(a + 26°) = sin(90° — (@ + 26°) = sin(64° — @). Asin(@ + 12°) = sin(64° — @) egyenlGség
— hegyesszogek esetén — csak akkor teljestilhet, ha @ + 12° = 64° — @, azaz 2a = 52°,
a = 26°.

b) ctgle + 57°) = tg(90° - (@ + 57°) = tg(33° — @). Innen tgl@ — 15°) = tg(33° — @), azaz
@ —-15°=33°-a, s ennek megoldasa o = 24°.
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V1. TRIGONOMETRIA

58. HAROMSZOGEK ADATAINAK
MEGHATAROZASA

Az &bra szerinti épiilet homlokzata h = 8 méter széles. A tetSszerke-
zetet | = 6 méter hosszl gerendakbdl épitik. Mekkora lesz az eresz |
d szélessége, ha a tetégerenda vizszintessel bezart  szoge 4

a) 40°%
b) 46°2

¢) Mekkoranak valasszak az « szoget az épiték, ha a tervekben
d = 30 cm széles eresz szerepel, és nem akarnak levagni a geren-

dakbol?

Megoldas

A gerenda vizszintes vetlilete [ - cos ¢, az eresz hossza d = |- cos @ — h,

2

a) d =6-cos40°— 4 = 0,596 (m), azaz kb. 60 cm.
b) d = 6-cos46°—4 = 0,168 (m), azaz kb. 17 cm.
o) A 0,3 =6 cosa — 4 egyenlethdl & = 44,2°.

Egy 6 méter magas éplilet tetejérél a 140 méter tavolsagra lévs templomtornyot 12°-0s szogben latjuk. Mi-
lyen magas a torony? Mekkora szogben latszik az épiilet tovébél?

Megoldas
12 4
A N @l
7
h
£ d
3. K2

134

Az 1. példa gondolatmenetét kovetjik.

Jelolje a torony alapjat A, cstcsat B, az épiilet tetejét C, aljat E. Az ABC ha-
romszogben a torony magassaga AB = c a keresett mennyiség. Ismertek még
az abra szerinti CE = h = 6 m és FA = d = 140 m tavolsgok, valamint
ACB =y =12°

A C pontbél merélegest bocsatunk AB-re, ennek talppontjat jeldlje D. igy az
ABC haromszoget két derékszogli részharomszogre bontottuk. Jeldlje az ACD
DA _ h 6

lehajldsi szoget 7,, a DCB emelkedési szoget 7,. tg 7, = DC = d = Ta0’ 'nnen
Y, ®25%ésy,=r—7,=95%tgy, = B—g = C;—h, innenc-h=d-tgv,,

azazc=h+d-tgy, =6+ 140-tg9,5°~ 29,4.
A templomtorony magassaga kb. 30 méter.

Hatdrozzuk meg az ABCD paralelogramma alakd szantofold tertletét, ha
a) két szomszédos oldala 220 méter és 240 méter hosszd, és az oldalak bezart szoge 72°;
b) két atléja 220 méter és 240 méter hosszl, és az atlok bezart szoge 72°!

Megoldas

a) Az AB = 220 m és AD = 240 m oldall paralelogrammat BD &tléja két egybevagd részharomszogre

. . 1 o
bontja. A haromszog teriilete a trigonometrikus teriletképletbd| ABAD%””, a paralelogramma te-

rilete ennek kétszerese, azaz AB - AD - sin 72° = 50 216 (m?).
b) A két atl6 egymast kolcsonosen felezve, a paralelogrammat négy azonos teriilet(i részharomszogre osztja.

Egy ilyen részhdromszog teriilete

110-120-sin72°
2

, a paralelogramma teriilete ennek négyszerese, azaz

2-110-120- sin 72°~ 25 108 (m?).
Ez az érték az a) tertlet fele.
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58. HAROMSZOGEK ADATAINAK MEGHATAROZASA

Az egyenes orszaglittél h = 40 méterre elhelyezkedd megfigyel6tél az orszagiton 1évé A és B (t-
jelzé tablak 55 méter, illetve 72 méter tavolsagban vannak. Mekkora lehet a tabldk AB tavolsaga?

Megoldas
Jelolje a megfigyel helyzetét C, s vezessiik be a ,hagyoma-
nyos” CA=b=55m,CB=a=72m,CD =h=40m,

ACDL = y,, BCD< = 7, jeloléseket. (CD merdleges
AB-re.)

cosy, = g—g = g, innen  y,~56,3% hasonléan
cosy, = g_zg = %, innen y, = 43,3°.

siny, = %, igy BD = a- sin 7,; hasonléan AD = b - sin 7,. Két megoldds van, attél fliggéen,

hogy a BCA haromszogben az A cslicsndl hegyesszog van, vagy tompaszog.

Az elsé esetben AB = BD + DA = a-siny, + b - sin y, = 97,6 (m); a masodik esetben
AB=BD-DA=a-siny,—b-siny =222 (m).

Az dbran A’ jeloli az A pont mésodik lehetséges helyzetét.

Egy dombon egyenes orszagut halad at. Az Gt A pontjabdl 4°-os emelkeddn érjik el a domb O
tetejét, majd 7°-os lejté vezet az Gt B pontjaba. Az A és B pontok azonos tengerszint feletti ma-
gassagban vannak. Milyen magas hozzajuk képest a domb, ha A és B tavolsaga légvonalban — fe-
[tInézetbdl — 420 méter? (Feltilnézethdl A, O és B egy egyenesbe esik.)

Megoldas

A feladatot modellezhetjik az AOB haromszoggel, mely-
ben ismert BAO<X = a = 4°, OBAIL = f = 7°, és
AB = d = 420 méter; s meghatarozand6 a haromszog
OD = m magassaga. (Az O cstcsnal 1évé lejté szoge meg-
egyezik a B csticsndl 1évé emelkedd szogével, mert valto-
szogek.)

Jeloljik a BD tavolsagot x-szel, ekkor AD = d — x. Az
ODA és ODB derékszogli haromszogekben felirt Pitago- 4
rasz-tételek segitségével x és m is meghatarozhato.

Egy masik megoldasi Gt a szogfliggvények alkalmazasa. tga = %, illetve tg 8 = % A két
egyenletbdl m-et kikiiszobolve (d —x)- te @ = x- tg 5, s innen x = d.ti
&Y 8 &b Ctga+tgh’
Ezt visszahelyettesitve m = digatgh _ 420 54" 187 ~18,7.

tga +1gp tg4°+1tg7°
A ,dombocska” tehdt ~ 19 méter magas.

Az ABC haromszog harom oldala a = 28 cm, b = 26 cm és ¢ = 30 cm. Milyen hosszl az
A csticsbol kiindulé magassag, szogfelezé és stlyvonal? Mekkordk a hdromszog szogei?

Megoldas

Az A cslcsbdl hizhaté magassag, szogfelezé és sdlyvonal
hosszat jeloljik AD = m, AE = f és AF = s médon.

Az ABD és ADC haromszogekben felirjuk Pitagorasz-té-
telét:

(1) (@-x)?>+m? = ¢

(2) x* + m? = b

m? kifejezésébdl c? — (a —x)* = b* — x2.

Az egyenletet dtalakitva ¢* — a? — x* + 2ax = b? — x?,
a’+b>-c’

sinnen x = .
2a B
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A szamadatokat behelyettesitve x = 10. Ekkor BD = a—x = 18,ésm = vb? —x* = /26> —10% = 24
(cm). (D a BC oldal belsé pontja, mert az ABC haromszog hegyesszog.)
A szogeket tobbféleképpen meghatdrozhatjuk a megfelel derékszogli haromszogekbdl. Példaul

sinf = % = %, innen 8~ 53,1%tg 7 = % = %, innen y = 67,4% ésa = 180° - 8 —y = 59,5°.
Az AE = f szogfelezd hosszat az ADE derékszogli hdromszogbdl hatarozzuk meg.
_a o__ " o ¢ _m . _ m - 24 -
EAD = 3 (90° — 7) = 7,2°, igy cos EAD < £ innen f COSEADT ~ 057 2%~ 24,19 (cm).

Az AF = s stlyvonal hossza az ADF derékszogl hdromszogben felirt Pitagorasz-tételbdl szamithat6. Mivel

F a BC oldal felez6pontja, DF = %— X, ésigy s> = m?* + DF? = 242 + 42. A slyvonal hossza s ~ 24,33 (cm).

Hatarozzuk meg az el6z¢ feladatban szereplé ABC haromszog kordlirt és beirt korének a sugarat!

Megoldas

a

A A kortlirt kor hosszara alkalmazhatjuk az R = .
2-sina

Osszefliggést. Innen

R~ 16,2 (cm).

Jelolje a beirt kor kdzéppontjat O, sugarét r, a beirt kor és a haromszog ol-
dalainak érintési pontjait rendre A’, B’, C".

A beirt kor sugarat tobbféleképpen is meghatarozhatjuk.

Az egyik lehet6ség az 5. feladat eredményének a felhasznalasa, az ottani
,orszagit-domb modell” ABO haromszoge megfelel az itteni BOC harom-

szognek. Most OBA’ <[ = g és OCA’Y = %, mert a befrt kor kdzéppontja a

a15(5) (%)
tg(5)+t8(3)

) felirasa. Tavaly megmutattuk, hogy BA” = s — b, ahol

szogfelez6k metszéspontja. Ez alapjan r = ~ 8,0 (cm).

B
2
s a haromszog félkerilete. (A bizonyitds alapja az az észrevétel volt, hogy a beirt korhoz a kiilsé pontbdl hi-
zott érintdszakaszok egyenld hossztak. Igy BA” = BC’, CA” = CB’ és AC" = AB’, és a hat szakasz 6sszege a ha-

Egy mésik lehetSség BA” kiszamolasa utan tg(

. . . By_ r . e e BN B . (53,10 -
romszog kertlete.) Ez alapjan tg(2> = _pinnenr = (s—b) tg(z) = (42-26) 13|~ ) ~ 8,0 (cm).
. Kot o ._t_am_ am _ 28-24 _
Végiil alkalmazhatjuk a megfelelé tertiletképletet is: r = s~ 25 " atbhtc  28+26+30 8 (cm).

(A korabbikkal ellentétben ez mar pontos érték.)

Az ABC haromszogben AB = 12 dm, AC = 14 dm, BAC<L = 36°. Milyen hossz(i az A csticsbdl htizhaté szog-
felez6?

Megoldas

A Az ABC haromszoget az AD = f szogfelezd két részharomszogre bontja. A rész-
haromszogek tertiletosszege megegyezik az ABC haromszog terlletével:
t,+t, =t azaz
f-sin(& fosin(€
cf sm(z) +b f S'n(2) _b-c-sina
2 2 - 2

, innen

f=_ brcsing 4599 (dm).
(b+ c)-sin(%)
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m Az ABC hdromszog A csticsnal 1évé szoge 80°, terlilete 60 cm?. Mekkorak a haromszog oldalai,
ha a haromszog
a) derékszogy;
b) egyenl6 szard?

Megoldas

a) Ha c az atfogd hossza, akkor sin @ = <, innen a = c - sin @. Hasonl6an cos @ = %

!

a
c
o
% = CSNACOST A7 psszefiiggéshol c kifejezhetd:

b = c- cos @, s a haromszog tertilete t = >

c=/—2L _ £26,49 (cm). b = c- cos 80° ~ 4,60 (cm), ésa = c - sin 80° = 26,09 (cm).
SINn @ COS &

b%sin

b) Ha @ a szarak altal bezart sz6g, akkor a szdrakat b-vel, az alapot a-val jelolve t = 5

a
ésinnenb =,/ siﬁta/ ~ 11,04 (cm). Mivel sin(%) = %, igy a haromszog alapjaa = 2b sin(%)

~= 14,19 (cm).
Ha a az alapon fekvé szog, akkor a szarak altal bezart szog f = 180° — 2a = 20°. Jeloljik a sza-
2t

rak hosszat a-val, az alapot b-vel; ekkor a = SnB ~ 18,73 (cm), b = 2asin (g) ~ 6,51 (cm).

m R = 20 cm sugar, kor alaki kartonpapirbdl kivagjuk a leheté legnagyobb oldald, szabalyos tiz-
szoget. Milyen hosszlak a tizszog oldalai, és hany szézalék lesz a papirhulladék?

Megoldas

A szabdlyos tizszog egy oldalat jelolje AB = a, az AB hr felez6pontjat F, a kortlirt kor kozép-

360°

pontjat O. Az AB hirhoz tartozé kézépponti szog =0

= 36°, igy az AOF derékszog(i harom-

szogben sin 18° = &, ésinnen a = 2Rsin 18°~ 12,36 (cm).

P TR

2ot o
Az ABO haromszog teriilete t = RS'+36, a tizszog terllete ennek tizszerese: T = 10t

= 5R?sin 36°. Mivel a kor teriilete T, = Rz, a hulladék T, — T = R?zr — 5R%in 36°
= R%(z — 5sin 36°) ~ 81,07 (cm?).
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59. SIKBELI ES TERBELI SZAMITASOK
SZOGFUGGVENYEK SEGITSEGEVEL

Egy csavar menetének kozépatmérdje 5,1 mm, menetemelkedése 1 mm. Mekkora a menetemelkedés
szbge?

Megoldas

Az @ menetemelkedési szogre teljesiil, hogy tg a = % Innen a = 11,1°.
1 parszek az a tavolsag, ahonnan a Fold-Nap tavolsag 1 masodperc nagysagi szogben latszik. Hany kilo-

méter 1 parszek?
(A Fold—Nap kozéptavolsag kb. 149,6 millié km.)

Megoldas

_ 1496

.Innend
tgo

Az 1 parszek tavolsagot d-vel jelolve, a ¢ = 0° 0’ 1" szbgre tg ¢ = ~ 30857 215

149,6
d
(millié km), azaz 30,857 billié km. (A pontos érték 30,856 78 billié km.)

Egy 90 cm-es fonalon lengd pontszer( test két szélsé helyzete kozotti tavolsag 20 cm. Mekkora szoget zar
be a fonalinga a két sz€éIsé helyzet kozott?

Megoldas
Jelolje a fonal hosszat |, a fél nyilasszoget @, a két sz€Is6 helyzet kozotti tavolsagot d. Ekkor
d
sina = % = %, az adatokkal @ = 6,38°. A keresett nyilasszog 2a ~ 12,8°.

Milyen magas hegy tetején all az a 28 m magas kilat6torony, amelynek aljat 13,2°-os, tetejét 13,6°-os emel-
kedési szog alatt latni?

Megoldas

Jelolje m a hegy, t a torony magassagat, d a megfigyel6tdl vald tavolsagét, és legyen @ = 13,2°és f = 13,6°.
Ekkor

Mitga = %,
_m+t
2)tgf = q
. A m _m+t o _ tga P N
A két egyenletbdl ga = wh ésinnenm Wh-tga Behelyettesités utdn m =~ 890,2, azaz a hegy

kb. 890 méter magas.
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m Egy koriv alakd hid gorbiileti sugara 200 méter, nyildsmagassaga 20 méter. Mekkora a két hid-
pillér tavolsaga, és milyen hosszi a koriv?

Megoldas

Jelolje a két hidpillért A és B, tavolsagukat AB = h, a hid nyilasmagassagat
m, a koriv kézéppontjat O, sugarat r. Ha a hid ive @ kdzépponti szogben 4

latszik, akkor cos (%) =r _rm/ sinnen % ~ 25,84° azaz @ ~ 51,7°. Mivel
sin(%) = %, innen h = 2rsin<%> ~ 174,4 (m) a két hidpillér tavolsaga.

. 51,7° o
A koriv hossza 360 2rr = 180,5 (m).

o

m Egy kilat6 aljarél a vele éppen szemkozt allo, széles és lapos épiilet homlokzata 38°-os (vizszin-
tes) lat6szogben latszik. Felmegytink a kilaté 25 méter magas tetejére. Innen mekkora szégben
latjuk az épulet homlokzatat? A kilat6 és az épiilet tavolsaga 60 méter.

Megoldas

Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket:

— legyen a kilato alja A, teteje B, AB tavolsaga t (ekkor AB =t =
= 25 méter);

— az épllet két végpontja C és D, felezépontja E, az AE tavolsag
d (a DAC egyenlé szarG haromszogben AE = d = 60 méter);

— a DAC latészog 2a, a DBC latészog 25 (ismert 2 = 38°; ke-
ressiik 2/5-1).

Ac= A _ d_pc_ . tga BC? = AB? + ACY, igy
cosa  cosa
2 .
BC = ,/t+ dz . A BEC derékszogli haromszogbdl sin 5 = £ - w. Innen
cos’ @ BC 24 _d
cos’ @

B ~17,63°, a keresett 1at6szog tehat 28 ~ 35,3°.

Egyenld szar trapéz alakd foldterilet alapja 320 m, szdrai 210 m hossztak. Az alap és a szdrak

7. K1 1o sz apez ) ; )
bezart szoge 75°. Hany hektdr a terilet nagysaga?

Megoldas

Jelolje az ABCD trapéz alapjat AB = a, szarainak hosszat b, az alap-
pal parhuzamos oldal hosszat CD = c, az alapon fekvé szogeket
DAB< = CBA<L = a. Bocsassunk a D cstcsbol az AB alapra
merd&legest, az igy kapott DE magassag hosszat pedig jeldljik m-mel.

Az AED derékszogli haromszogben sin a = %, innen m = bsin a.

Hasonléan az AE vetllet hossza bcos @, s igy ¢ meghatdrozhaté:

c = a - 2bcos a. A

A trapéz terilete t = a—;cm = a+a—22bcosabsina =

= (a — bcos a)bsin @ ~ 53 885,2 (m?), azaz kb. 5,4 hektar.

Megjegyzés: Erdemes c értékét kiszamolni: ¢ = a — 2bcos @ = 211,3 > 0, azaz a trapéz léte-
zik.
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m Egy futballedzésen a jatékosok a palyan olyan e egyenes mentén éllnak fol, mely az alapvonalra merélege-
sen all, de nem metszi az AB gélvonalat. A jatékosoknak a kapuhoz kézeledve egy kedvezd P pontot kell
megtalalniuk, ahonnan az tires kapura kell rarGgniuk a labdat. Melyik P ponthoz tartozé @ ,16vEsz6g” a le-
hetd legnagyobb? Jeldlje C az e egyenes és az AB alapvonal metszéspontjat. Mekkora ¢, ha AC = d = 5,00 m,
ésa kapuAB = h = 7,32 m széles?

Megoldas

Vegyuk fel azt a k kort, amelyik athalad az A és B pontokon, és érinti az e egye-
nest az E pontban. Az AB szakasz a k koriv minden pontjabél ugyanakkora szog-
ben latszik, koron beliili pontokbdl a latészog ennél nagyobb, a koron kivili pon-
tokbdl pedig a lat6szog kisebb. (Végig a palyan maradunk, azaz az AB alapvonal
azonos félsikjdban mozgunk.) Az E pont kivételével az e egyenes minden pontja
koron kivili pont, ezért az E érintési pontbdl latszik AB maximalis szog alatt, azaz
E=P.

Az érintési ponthoz tartozé OP sugdr meréleges e-re. Jelolje F az AB szakasz
felezépontjat, OF az AB szakasz felezémerdlegese. Ekkorr = OP = CF = 8,66 a
kor sugara, AF = 3,66, OF = PC. Az AFO derékszogli haromszogben felirjuk
Pitagorasz tételét:

OF* =r*-AF? = 61,6, innen OF = PC ~ 7,85.

Legyen BEAY = @ és AECL = B.tg(a + B) = % < 1725352,

igy@ + B~ 57,5

_AC 5 ~ o
tgff = PC ~ 785 innen 8~ 32,5°.

A legkedvezdbb [6v6szog meghatarozasa: @ =~ 57,5° — 32,5° = 25°.
Mas elindulasi lehetéség: Az érinté- és szel@szakaszokra vonatkozé tételt alkalmazva PC? = CA - CB,
innen OF = PC = /5-12,32 kozvetlendl adodik.

m Két egyenes glla testmagassaga egyarant 10 cm. Az egyik gila alapja egységsugard korbe irt négyzet, a ma-
siké egységsugart korbe irt szabélyos hatszog. Melyik gdla oldaléle zar be nagyobb szoget az alaplappal? Me-
lyik glla oldallapja zar be nagyobb szoget az alaplappal? Mekkordk a kilonbségek?

Megoldas

C Az oldalél és alaplap hajlasszoge a test magassagatol és a kor sugaratél flgg.
Ezek az adatok a két test esetében megegyeznek, igy az oldalélek és az alap-
lap hajlasszogei egyenldk.

Az oldallap — alaplap hajldsszog meghatarozasahoz jeloljik a testek egy
m alapélét AB-vel, az él felez6pontjat F-fel, a testmagassagot m = OC-vel.
(A test csticsa C, az O pont az alapkor kozéppontja.)

A négyzet alapl gula esetében AOB egyenl6 szarG derékszogli harom-

sz0g, igy AB = v/2, BF = FO = @ Az oldallap — alaplap hajlasszoge az

o F
2
FOC derékszogli haromszogben all el6, az F csticsndl 1évé @ szog. Erre felir-
- —_Mm __m
hat6: tga = OF = /3
c 2
A szabdlyos hatszog alapl guila esetében AOB szabalyos hdromszog,
AB =1, igy OF = Q Az oldallap — alaplap hajlasszoge CFO<L = 3, erre
K tgh= M = M
SPTOrT s
2
o @§ F Lathatd, hogy tg @ > tg 8, azaz @ > [3 (tg & esetében a testmagassagot
2 kisebb szdmmal osztjuk). A kilonbséget meghatarozzuk: @ ~ 86,0°,

B~851°%igya-[~0,9°



VIl. FUGGVENYEK

60-61. SZOGFUGGVENYEK ALTALANOSITASA

Csupan a hegyesszogek szogfliggvényeinek ismeretében hatdrozzuk meg a kovetkez6 szogek 6sz-
szes szogfuiggvényét!
@ = 150°, 210°, 270°, 315°, 2015°, ~480°.

Megoldas

sin 150° = sin (180° — 150°) = sin 30° = ;

cos 150° = —cos (180° — 150°) = —cos 30° = —@;
tg 150° = —tg (180° - 150°) = ~tg 30° = —@;

ctg 150° = -ctg (180°-150°) = —ctg 30° = /3.

sin 210° = —sin (210° ~ 180°) = ~sin 30° = —;
cos 210° = —cos (210° — 180°) = —cos 30° = —Q;
tg 210° = tg (210° - 180°) = tg 30° = @;

ctg 210° = ctg (210° — 180°) = ctg 30° = V3.

sin 270° = —1;

cos 270° = 0;

tg 270° = % = % = ami nincs értelmezve;
cig 2700 = SS2Z700 — 8 — o,

sin 315° = —sin (360° — 315°) = —sin 45° = —Q;
cos 315° = cos (360° — 315°) = cos 45° = —2;

2
tg 315° = tg (315° - 180°) = —tg 135° = —tg (180° — 135°) = —tg 45° = —1;
ctg 315° = ctg (315° - 180°) = —ctg 135° = —ctg (180° — 135°) = —ctg 45° = 1.

sin 2015° = sin (2015° =10 180°) = sin (215° = —sin (215° — 180°) = —sin 35°~ -0,5736;
cos 2015° = cos (2015° - 10 - 180°) = cos (215°) = —cos (215° — 180°) = —cos 35°~ -0,8192;
tg 2015° = tg (2015° =11 - 180°) = tg 35°~ 0,7002;

ctg 2015° = ctg (2015° - 11 - 180°) = ctg 35°~ 1,428.

sin (=480°) = sin (-480° + 2 - 360°) = sin 240° = —sin(240° — 180°) = —sin 60° = —@;

cos (—480°) = cos (—480° + 2 - 360°) = —cos 240° = —cos(240° — 180°) = —cos 60° = —%;

tg (-480°) = tg (-480° + 3 - 180°) = tg 60° = V3 ;
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ctg (—480°) = ctg (-480° + 3 - 180°) = ctg 60° = Q
Keresstik meg az Gsszes olyan szoget, amelyekre
a) sina = -1; b) sin @ = 0,9342; ¢) cosa = 0,5; d) cosa = @;
e)tga =-1; H tga =5; g ctga = 3!
Megoldas
a)sina=-1; a=270°+k-360°. keZ. Y A
]
O ] X
A 4
e 270° + k-360°
b)sin@ = 0,9342; @, = 69,1° + k, - 360°, v A
@, =180°—69,1° + k,- 360° = 110,9° + k, - 360°.
k‘]; k2 E Z' e(7‘1,15+k1 360°
1 X
o cosa=0,5 a =60 +k, -360°a,=360°-60°+Kk,- YA
360° = 300°+ k, - 360°, k,; k, € Z. |
teljesen tokéletes megoldas az @ = £60° + k- 360°, 1 :
k E Z' e(nﬂ‘\k] 360°
[
%
Q 05 1 1 s
|
|
|
e?Oﬂ‘ + ky-360°
I 2
|
|
|
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keZ. :
|

|

|

|

|

€300+ ;3600

@ = +30° + k- 360°,

d)cosa=§; -
1

<Y

I
I
1
/1
I

S|
'\’lw]

€500 ky-360°

etga =-1;, a=45°+k-180°, keZ VA
1
el?'y’ . k]-%O“
Q 1 x
-1
e)55”+k2560’
) tga=5 a=787"+k-180°, kelZ. !
/ 5
Y A ’/
1 ‘I e?&b"+k‘ 360°
O 1 X
eZSB,b °+ kz 360°
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g ctga =-3; =-18,43°+ k- 180°, ke Z.
Y A

€ 105430+ kp:360°

A -

»

O 1 X
e 78,43+ k1 360°

PN Melyek azok a 0° és 360° kozé es6 szogek, amelyekre igaz, hogy

a)sinza':%; b)sina + cosa = V22
Megoldas
a) sinza':l' Y A
2/
: 1 V2
sina = t—=+——;
VTR

@ = 45°, 1350, 2259, 3150, -—=

=V

b) A szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlétlenség értelmében

a+b_ /a’+b’
2 = 2

Jelen esetben feltételezhetjiik, hogy a sin @ és cos a értékei pozitivak,hiszen csak igy lehet az 6sszeg egy-
nél nagyobb.

. s 2 2
sma;cosas / sin CZ-SCOS a :\/g:@/ami aztjelenti, hOgy

sina +cosa Q /2
2 - 2

sina + cos @ < v/2, egyenldség csak akkor van, ha a két érték megegyezik, ez pedig a 0° és 360° kozzé

esé szogek kozott csak 45°-ndl és 225°-nal van, de mivel mindkét értéknek pozitivnak kell lennie, ezért

csak az @ = 45° a megoldas.
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62-63. SZOGFUGGVENYEK ABRAZOLASA

irjuk at radidnba a kovetkezé szogeket!
@ = 75° 120° 135°, 150°, 210°, 300°, 1080°, 32°.

Megoldas
o 75 . _ 5 . e 120 _ 2 . o 135 _ 3. o= 150 _ 5 .
75° = 180" = 127 120° = 1807 = 3% 135 180% = 47 150 1807 = 6%
o_210_ _ 7 . o_300_ _ 5 . o_ 1080 __ _ . . o_ 32 __ 8
210 = 7807 = 6% 300 = J80% = 3% 1080 ——18071’—672', 32° = 180% = 257
irjuk at fokba a kovetkezd szogeket!
_3r 2r 3rm
B =437 2 0,37, 0,324r, 1,5.
Megoldas
372'_3 o __ 0-277[—2. o _ 0,3£:§ o _ o. — . S o,
7—2180 = 135% 3 =3 180° = 120°; 5 2180 270°% 0,37 = 0,3 - 180° = 54°;
0,324 = 0,324-180° = 58,32° 1,5 = 17’;;180o = 85,94°.

Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket, majd hatarozzuk meg, hogy milyen transzforméaciéval jut-
hatunk el az alapfuggvénybdl a végeredményhez! Jellemezziik a fliggvényeket! Jellemezziik a
h(x) és a k(x) feladatban kapott figgvényt széls6érték és monotonitas szempontjabol! Keresstik
meg a flggvény zérushelyeit!

a) f(x) = 3sinx, g(x) = =3sinx, h(x) =1 -=3sinx;

b) I(x) = cos (x —%), j(x) = cos 2x, i(x) = 2cos2x, ki(x)=2-2cos 2x.

Megoldas

a) Az f(x) fuggvény képét tgy kapjuk meg, ha az x — sin x fliggvény képét haromszorosara nyujtjuk
az y tengely mentén.
A g(x) fliggvény képét gy kapjuk meg, ha az x — 3sin x fliggvény képét tiikrozziik az x ten-
gelyre.
A h(x) fuggvény képét tgy kapjuk meg, ha az x — —3sin x fliggvény képét eggyel feljebb tol-
juk(az y tengely mentén pozitiv iranyba).

y A

1 —-3-sinx
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A h(x) fuggvény jellemzése. D, = R, R, = [-2; 4] . A fliggvény peridédusa 27.
A fliggvény maximumanak értéke 4, a maximum helye x, = 37” +i2x, i €Z.
A fliggvény minimumanak értéke —2, a maximum helye x, = % + k2z, ke Z.

A fliggvény szigorGian monoton né minden I, = [% + 127; 377[ + I27r], leZ.
A flggvény szigordan monoton csokkend minden | = [—% +m2m; T+ m27r], meZ.

y A
1—-3-sinx

B 4

2n

I
a
ST
IS4

Zérushelyek azok az x értékek, ahol a fluggvény nulla értéket vesz fel
1 - 3sin x = 0 egyenletet.
1—3sinx = 0/+3sin x

. Tehat meg kell oldanunk az

Yy A
1=3sinx /3
% =sinx; !
x, = 19,47°+k360° = 0,1087 + k27, k€ Z;
x, = 180° = 19,47° + n360° = 160,53° + n360° = R A7 P N |
=0,8927 + n2x, nel. 3 =
o 1 x
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b) Az I(x) fuggvény képét gy kapjuk meg, ha az x — cos x fliggvény képét %-vel jobbra toljuk
(az x tengely mentén pozitiv iranyba), igy éppen a sin x képét kapjuk.
A j(x) fuggvény képét Ggy kapjuk meg, ha az x — cos x fliggvény képét zsugoritjuk az x ten-
gely iranyédba felére. igy a fuggvényiink periédusa 180° = 7 lesz.
A k(x) fliggvény képét Ggy kapjuk meg, ha az x — 2cos 2x fluggvény képét titkrozzik az x ten-
gelyre, majd eltoljuk 2-vel felfelé (az y tengely mentén pozitiv irdnyba).

v A

2 —2-cos 2x

A k(x) fuggvény jellemzése.

D, = R, R, = [0; 4] A fliggvényiink periédusa 180° = 7 lesz.

A fliggvény maximumanak értéke 4, a maximum helye x, = % + i, i€ L.
A fliggvény minimumanak értéke 0, a minimum helye x, = 0 + 27, k € Z.

A flggvény szigordan monoton né minden I, = [O + I; % + Iir], leZ.

A flggvény szigordan monoton csokkend minden | = [% +mrm; T+ mn], meZ.

A fuiggvény zérushelyei megegyeznek a minimumhelyekkel.

Abrazoljuk a valés szamok legb6vebb részhalmazan az f: x — tg x fiiggvény grafikonjabdl kiin-
dulva az alabbi fliggvényeket!

g:x»tg(x—%); h:x—tgx—2; k:x»tg(x+%)—1.

Megoldas

147
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m Abrézoljuk a valés szamok leghdvebb részhalmazan f : x — ctg x fiiggvény grafikonjabél kiindulva az alabbi

fuggvényeket!

K2 g:x ——ctgx; K2 k:x~—ctg(—x); E1 m:x—|ctg|x]||.
K2 h:x — ctg(—x); K2 [:x—|ctg(x)|;

Megoldas

|
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a
)
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T N

A g(x) és h(x) fuggvények egybeesnek, mert —ctg x = ctg(-x) az értelmezési tartomany minden elemére tel-
jesul. (A ctg paratlan fuggvény.) Az abrén lathaté, hogy k(x) = —g(x).
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60-61. A SZOGFUGGVENYEK ALTALANOSITASA

m Adjuk meg a kovetkezé fliggvények hozzarendelési szabélyat!

a) y A
‘] 4+
. . 0 . . »
" " " " >
- E : ™ 3 o $ X
_’| +
b) YA
~\ | /—\ /_\
+ + + + + + + + + + + + + + +
h X i / : ' \?\y % *
-1
c) v A
4 +
3 +
2 4+
. 0 . . -
" " " >
14
,20
,30
—4+4
d) y A
24
‘] p
3:75 —47% _:ﬁ 0 i E 3:15 : >
T2 2 2 5 2n X
—14
Megoldas

a) Az elsé fuggvény periddus 47, ez azt jelenti, hogy a ,fele olyan lassan” jarja be az eredeti sin

x fliggvény a 27 periddusat. Tehat a flggvényiink az x — sin % lesz. Amit néhany érték behe-

lyettesitésével konnyen ellendrizhetiink.

b) A masodik fliggvény a koszinusz fliggvény %—mal jobbra tolasaval (x tengely mentén pozitiv

iranyba) keletezett. Ezek szerint hozzarendelési szabalya x — cos(

X_E

3 ) Amit néhany érték

behelyettesitésével konnyen ellendrizhetiink.
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o) A harmadik fliggvényiink a szinusz x fliggvény képének az x tengelyre tiikr6zése, majd négyszeresre ny(j-
tasaval (az y tengely mentén) keletkezett. Tehat hozzarendelési szabalya: x — —4sin x. Amit néhany érték
behelyettesitésével konnyen ellendrizhettink.

d) A negyedik fuggvény képe Ggy keletkezett, hogy a koszinusz x fliggvény képét eggyel feljebb (az y ten-
gely mentén pozitiv iranyba) eltoltuk. Tehat hozzérendelési szabalya: x — 1 + cos x. Amit néhany érték
behelyettesitésével konnyen ellenérizhettink



VIII. VALOSZINUSEG-
SZAMITAS

m Egy jol megkevert pakli franciakartydbdl kivesziink egy lapot. (Tegyiik fel, hogy a pakliban nincs

jolly joker, igy 4 - 13 = 52 lap van a pakliban.)

a) Hany elemi esemény van?

b) Legyen az A = {a kihlzott lap vagy treff, vagy &sz.} Hany elemi eseménybdl all az A ese-
mény?

c) B = {a kihtzott lapon egy primszam szerepel}. Hany elemi eseménybdl éll a B esemény?

Megoldas

a) 52 elemi esemény lesz.
b) 13 (treff) + 4 (asz) — treff 4sz = 16.
c) A primek: 2, 3, 5, 7 ez 6sszesen 4. 4 - 4 =16.

m Egy szabélyos 6tszog cstcsai (A, B, C, D, E) kozil véletlenszer(ien kivalasztunk harmat. Ezeket 6sz-
szekotve egy haromszoget kapunk.

a) Hany elemi esemény van?

b) A = {a kapott haromszog tompaszog(i}. Hany elemi eseménybdl all az A esemény?

Megoldas

3
b) A hdaromszdgek mindegyike egyenldszard, fele hegyes, fele pedig tompaszogti. Tehat 5 tom-
paszogl van.

a) Az &t csticshol harmat kell valasztani a sorrendté| fuggetlendl. Tehat ( ) = 10 eset van.

3. K2 A 3, 4, 5 szamjegyek felhasznalasaval eléallitjuk az 6sszes haromjegy(i szamot. Ezek kozul vé-
lasztunk egyet.
a) Hany elemi esemény lehetséges?
a) A = {a kivalasztott szamban mindharom szamjegy szerepel}. Hany elemi eseménybdl all az
A esemény?

Megoldas

a) Az dsszes esetet egy ismétléses varidci6 adja meg. V = 3% = 27 eset van.
b) It ismétlés nélkili varidciorél van sz6. V.= 3- 2- 1 = 6 eset van.

m Otthoni domindkészletiinkkel négyen kezdenek jatszani: Aladar, Béla, Cecilia és Déra. A kész-
letben nullatél nyolcig minden pérositds egyetlenegyszer szerepel. Kezdetben mindenki ugyan-

annyi dominét kap, és a fennmaradé egy dominé lesz a kezdé.

Kisérlettinkben a jaték elején megnézziik a kiosztast.

Két kiosztast kilonbozének tekintiink, ha van legaldbb egy olyan jatékos, aki nem ugyanazokat

a domindkat kapta.

a) Hany domindébdl all a készlet?

b) Hany elemi esemény lehetséges?

c) A = {Aladar megkapta az 6sszes 6tost tartalmazé dominét.} Hany elemi eseménybdl all az

A esemény?
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Megoldas
a) Kilenc kilonbozé szam van. Ebbdl vélasztunk két kilonbozd, vagy két egyforma szamot, a sorrend nem

szamit. igy @) + (?) =36 +9 = 45 db dominé van.
. . ., P . ) 44 , 33 L. (22 ,
b) Mindenki 11 dominét kap. A kezdé lehet 45-féle, Aladar kaphat (1 1), Béla <1 1), Cecilia <1 1>/ Déra

(1 1) darabot kaphat.

11/ \11) \11) \11
igen sok, variacios lehet6séget adjon.
¢) Aladar biztosan megkapta a 9 6tost tartalmazé dominét és kap még kettét.

Osszesen (36)-<34)-<23)-<1 2)-1 = 2,924 10" lehetdség van.

p 44\ (33\ (22\ (11 . . .
Igy Osszesen 45 ( )( )( >( ) ~ 4,7118 - 10%. Ez egy hatalmas szam, ez biztositja, hogy a jaték

2/ \11) \11) \11

66. MUVELETEK ESEMENYEKKEL

Két killonb6z6 pénzérmét feldobva nézziik a kovetkezé eseményeket!

A = {pontosan egy fejet dobunk}, B = {maximum egy irast dobunk}, C = {kevesebb mint két fejet do-
bunk}, D = {pontosan két fejet dobunk}. Végezziik el a kovetkez6 miiveleteket!

A+B AB, A+C, BC, A+D, AD, C+D, A, B.

Megoldas

Az eseményeket irjuk le egyszer(ibben: A = {if, fi}, B = {if, fi, ff}, C = {ii, if, fi}, D = {ff}. Ez utan konnyebb
a megoldas.
A+B=B, AB=A A+C=C, BC=A A+D=B, AD=0, C+D =H, A ={ii,ff}, B = {ii}.

Egy jol megkevert magyarkartyacsomagbdl (4 - 8 = 32 db lapbdl dll) kivalasztunk négyet.
A = {a kihtzott lapok kozott van piros}, B = {kevesebb mint hdrom pirosat hizunk},
C = {legaldbb két pirosat htizunk}, D = {az 6sszes kihlzott lap piros}.

Végezziik el a kovetkezé miiveleteket!

A+B AB, A, B, C, D, A+C, B+C, BC, C+D.

Megoldas

A + B = H, AB = {egy vagy két pirosat hiizunk}, A = {nincs piros}, B = {legalabb hdrom pirosat htizunk?},
C = {maximum egy pirosat hdizunk} = {nulla vagy egy pirosat hiizunk}, D = {a kihazott lapok kozott
van legaldbb egy, ami nem piros.}, A + C = A, B + C = H, BC = {két pirosat hizunk}, C + D = C.

Legyen a véletlen kisérletlink, hogy a tévében megnéziink egy 6toslotté-sorsoldst. (90 szambdl véletlen-
szerlien kihGznak 5-6t.)

Jegyezziik fel a kihtzott 6t szamot sorban! Nézzik a kovetkezd eseményeket!

A = {mind az 6t szdm paratlan}, B = {a legnagyobb szdm nagyobb mint nyolcvan),

C = {a kihtzott szamok kozoétt van prim}, D = {az 6t szamot emelked6 sorrendben hiztak ki}.

a) Adjunk meg egy-egy elemi eseményt, ami hozzatartozik az egyes eseményekhez!

b) Hany elemi eseménybdl all az A, B, illetve a C esemény?

Megoldas
. 45 . .
A={(1,3,57),(1,3,59),...(81, 83, 85, 87, 89)}0sszesen ( 5 ) = 1221 759 elemi esemény van.

B=1{(1,23,4,81),(1,23,5,681), ... (85, 86,87, 88, 89), (86, 87, 88, 89, 90)}ésszesen (950> _ (850> —

= 19 909 252 elemi eseménybdl all a B esemény. Az 6sszes elemi eseménybdl kihagytuk azokat, ahol
mind az 6t szam az elsé nyolcvanbdl kerdl ki.
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A ,C" elemi eseményeinek a szamat ha meg akarjuk kapni, akkor ismerniink kell a primeket
egytSl 90-ig. Ezek az 2, 3, 5,7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89. Osszesen 24 primet taldltunk. Tehat 90 — 24 = 66 olyan szdm van ami nem
prim.

C=4{1,23,45),(1,2,3,4,6), ... (85, 86, 87, 88, 89), (86, 87, 88, 89, 90)} dsszesen

5 5
D=1{(1,2,3,4,5),(1,2,3,4,6),... (85,86, 87,88, 89), (86,87, 88, 89, 90)} tsszesen mivel

(90) — <66) = 35 012 340 elemi esemény van.

minden szdm 6tost csak egyféle médon hdzhatjuk ki emelkedd szamsorrendben ezért ( s ) =

= 43 949 268 elemi esemény van.

33 f6s osztalyban 11 lany van. A matematikatanar véletlenszer(ien valaszt harom felelét.

Az A = {mindharom felel6 fiG}, B = {a felel6k kozott van fia}, C = {a felel6k kozott van lany}.
Hatarozzuk meg a kovetkezé eseményeket!

A+B, AB, AC, BC, A+C, B+C

Megoldas

A+ B=B, AB=A, AC =0, BC = {egy lany és két fiti vagy két lany vagy két lany és egy fil
felel}, A+ C=H, B+ C=H

67-68. ESEMENYEK VALOSZINUSEGE

Végezziink kisérletet annak megdllapitasara, hogy az olvasméanyban szerepld események relativ
gyakorisaga hogyan alakul nagyobb kisérletszdm esetén! Ha mindenki 50 kisérletet végez és fel-
jegyzi a kilences, a tizes és az Gjra dobds gyakorisagat, majd ezeket a kovetkezé oran egyesitjk,
akkor tobb mint ezer kisérletbdl tudunk relativ gyakorisagot szamolni.

Megoldas
Remélhetéleg az ezres kisérletszam esetén a két esemény relativ gyakorisaga elég jol kozeliti az

elméletileg megadott értékeket.

Harom egyforma pénzérmét feldobva figyeljik a felul [évé jeleket. Hanyféle elemi eseményt tu-
dunk megkilonboztetni? Melyik modell alapjan szamoltunk? Mekkora a harom fej dobasanak a
valészinlsége?

Megoldas

A leckében mondottak alapjan szerencsésebb azt a modellt alkalmaznunk, ahol a latszélag egy-
forma dolgokat mégis megkuilonboztetjik. Ezért a harom érme esetén gy adom meg az elemi
eseményeket, hogy el6szor az egyes, majd a kettes, végiil a harmas szami érmén dobott ered-
ményt sorolom fel.

a szamot Ggy is megkaphattuk volna, hogy mivel tudjuk, hogy mindhdrom érmével kétfélét dob-
hatunk egymastdl flggetlendil igy 2 - 2 - 2 = 8 eset lehetséges. Feltételezziik, hogy a dobasok
egyenletesen oszlanak el a nyolc elemi esemény kozott. P = %
Egy sakktablara véletlenszertien elhelyeziink két kiilonb6zé szind bastyat. (64 mezébdl valasztunk
kett6t). Mennyi a val6szintisége, hogy (itik egymdast? Mi a helyzet mas babok esetén?

Megoldas

Osszesen <624> = 2016 féle modon helyezhetjik el a két bastyat. Ebbdl, ha egy sorban,

vagy egy oszlopban vannak akkor a két béstya, akkor tik egymast. Mivel nyolc sor és nyolc
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oszlop van, igy 16 - (g) = 448 ilyen eset van. Tehdt az 6sszes lehetséges eset % részében utik egymast.
p_ 448 _ 2
2016 9°

Nézziink egy masik gondolatmenetet. Tegytik fel, hogy az elsé béastyat mar leraktuk. Ha az 6 soraba, vagy
oszlopaba tessziik a masik bastyat, akkor azok ttik egymast. 14 ilyen hely van akarhol is van az els¢ bas-

2

=35 részében Uti egymast a

tya. A masodik bastyat 63 helyre tehetjiik le. Ez azt jelenti, hogy az esetek %

két bastya.

m Mennyi a valészintisége, hogy egy dobékockat kétszer egymds utan feldobva ugyanazt a szamot dobjuk?
Megoldas

A két kockat megkilonboztetve 6 - 6 = 36-féle lehet a két dobés eredménye. Tehat 36-féle elemi ese-
mény van. Ezek kozil 6 olyan elemi esemény van, amikor a két dobott szam megegyezik. Ebbdl arra ko-

vetkeztetlink, hogy az ¢sszes dobasnak 3% = %-Od részében lesz a két kockan dobott szdm egyforma.
Masodik megoldas. Teljesen mindegy milyen az elsé kockan dobott szdm, a mésodikkal % valo-

szintiséggel dobunk ugyan olyan szamot.

69. A VALOSZINUSEG KISZAMITASANAK
KOMBINATORIKUS MODELLJE

m Mennyi az esélye, hogy hdrom pénzérmét feldobva harom fejet vagy harom irast dobunk?
Megoldas

Mivel harom kiilénb6z6 érmével dobva 2- 2 - 2 = 8 egyforman valészinl elemi eseményt tudunk megkdi-
|6nboztetni és nekiink csak az 11l vagy az FFF a kedvezé
_ kedvezé esetek 2 1

2 _1_ e
dsszes eset § =7 =025=25%

m Egy dobozban 4 piros és 6 kék goly van. El6bb Jancsi hiiz véletlenszeriien egy goly6t, majd a maradék 9
goly6bdl Juliska hiiz egyet, szintén véletlenszertien. Legyen az A és B esemény a kovetkezd:
A = {Jancsi kék golyét hiz.}, B = {Egyforma golydkat hidznak.}
Hatdrozzuk mega) A- B; b) A + B; c) A—B; d) B—A; e) B valdszin(ségét! f) Hogyan véltoznak az egyes va-
|6szintiségek, ha az elsé kihtzott golyot Jancsi visszateszi? (Tehat ekkor Juliska is 10 golyobdl hiiz.)

Megoldas
Az események atfogalmazhaték: A = {1. hizas kék.}, B = {2 kék vagy 2 piros hizas torténik.}.

o AL ba e 651
a) P(A-B) = P(2 kék hiizas torténik) = 1093
b) P(A + B) = P(1. htizas kék (és a masodik barmi) vagy mindkét hizés piros) = % + %% = %
o) PIA—B) = P(1. hiizés kék, 2. hizas piros) = 2.4 = 4
’ P 10 9 1
d) P(B - A) = P(mindkét hiizés piros) = —--3 = 2
10 9  15°
BY= 1 _ —1_(6 .5, 4 3\_4_7_38
e) P(B)=1—P(B) =1 (1 3+15 9>_1 L=15
Masképpen:
SN L prlta b A 6 4 4 6 _ 8
P(B) = P(kilonbo6z6 golydkat hiznak) = 17097709 =15



70. NEHANY ERDEKES PROBLEMA

f) Ha visszatevéssel hiiznak, akkor a kék, illetve piros golydk hizasi esélye allandé.

Ekkor:
a) P2 kék haizds torténik) = (%)2 = 5
RPN s indkét hiizds piros) = 6 4 (4} =19,
b) P(1. hiizas kék (és a méasodik barmi) vagy mindkét hizas piros) = 10 ( O) 75
o 6 4 _ 6.
©) P(1. hizas kék, 2. hizés piros) = 10 70 = 25

d) P(mindkét hizés piros) = <%)2 -4

12

ES

25
TR . . _ 6 . 4. 6
e) P(kilonbozé golydkat hiznak) = 170 70 Y10 10

o

Egy kisregény lapjai 7-t6l 100-ig vannak megszamozva. Véletlenszertien kinyitjuk a kényvet va-

3. E1 . . . . . 4 .
lahol, és ott rabokiink az egyik oldalra. Mennyi az esélye, hogy az oldalon lathaté sorszam prim?

Megoldas

Mivel 7-t8l 100-ig 94 szam van és ezek kozott pontosan 22 prim, ezért
22 11

P=ﬁzﬁz23,4%

70. NEHANY ERDEKES PROBLEMA

@ Egy kosarban 12 alma van, kozulik 3 belulrdl kicsit férges. Kettét véletlenszerten kivélasztot-
tam, hogy elvigyem uzsonndra. Mennyi az esélye, hogy kellemes uzsonnaban lesz részem, ami
azt jelenti, hogy mindkét alma teljesen ép?

Megoldas
f
s . , . kedvezbesetek \2) 36 6
P(mindkét alma teljesen ép) = Ssszes ool <1 2) = 2 =71
2

m Igaz-e, hogy a hatos lotton tobb mint 6tszor akkora a telitalalat val6szintisége, mint az 6tos lottén?

Megoldas

pl(telitaldlat a hatos lottén) ( ) ( ) y . e
p(telitaldlat az 6tos lottén) — 1 ( ) = 5,4, tehdt a vilasz igen.
6

(5]

Egy osztélyba 15 fiGi és néhany lany jér A két hetest véletlenszerten kivalasztva, annak a valé-

3. K2

szinlisége, hogy mindkett fid lesz, 20 Hany lany jar az osztalyba?

Megoldas

Tegyiik fel. Hogy k lany jar az osztalyba.

2}
po 7 = \2) _ 105 _ 105 _ 210
20 (15 +k> (15+k)(15+k=1)  (15+k)(14+k) (15+k)(14+k)’
2 2 2
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i / - 210 20 :
Vagyis: 55 5+ k(144K /-5 (15 +k)-(14 + k)

(15 + k(14 + k) = 600

k* + 29k -390 = 0

k, =10, k, = =39. A feladat feltételeinek csak a k = 10 felel meg. Ez azt jelenti, hogy 10 lany jir az
osztalyba.

()
Valéban 7o _\2) 105 _

7
20 — (25) ~ 300 © 20
2

m A matematikaérettségire elGzetesen 6t feladatsort készitettek, amelyek kozil kivélasztjdk az eredeti és a
potérettségi feladatsorat. Az egyes sorszamd tartalmaz egy nehéz valészinlség-szamitasi feladatot. Mennyi
az esélye, hogy ez a feladatsor is kozte lesz a két kit(izott feladatsornak?

Megoldas

4
1.( )
5 1 .
P = keqvezo esetek _ = A = 40%. Tehdt 60% az esélye annak, hogy a kivalasztott
Osszes eset (5) 10
2

feladatsorok kozott lesz az egyes sorszamd.

a
Egy hires kozépkori problémaban két jatékos szabalyos érmével jatszik. Az egyikik akkor gyéz, ha — nem
szlikségképpen egymds utan — 6t fej jon ki eredményil, a mésik pedig akkor, ha 6t irds. A jatszma négy fej,
két iras dllasndl véglegesen félbeszakad. Hogyan osztozzanak a jatékosok az 1600 egységnyi téten? (A ne-
vezetes eredmény az (n. ,osztozkodas-paradoxon”.)

Megoldas

A feladat elemzésekor egy lehetséges kiinduldsi alap, ha azt vizsgaljuk meg, hogy a jatékot tovabb folytatva,
a jaték befejezéséig mekkora valészintiséggel nyerne az elsé, illetve mésodik jatékos. Ekkor észrevehetjiik,
hogy az 6t irdssal nyerd jatékos most csak akkor nyerhetne, ha a kovetkezé harom dobas mindegyike iras

lenne; ennek valészintisége pedig % Minden mas esetben az 6t fejjel nyerd jatékos gydz, igy a helyes osz-

tozkoddsi ardny 7 : 1. Az elsé jatékos kapjon tehat 7 - 16% =1400, a masodik pedig 1 16% =200 egy-

ségnyi Osszeget.
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71. KOZEPPONTI ES KERULETI SZOGEK

Mekkora kézépponti szogek tartoznak a 27°; 89,4°; 56°48’ keriileti szogekhez? Adjuk meg eze-
ket a szogeket radianban is!

Megoldas
Egy kérben a kertileti szog fele az ugyanazon iven nyugvé kézépponti szognek, igy a kozépponti
szogek értéke 2 - 27° = 54°,2- 89,4° = 178,8° és 2- 56°48’ = 113°36’ (= 113,6°).

ar
180°

178,8°- &
180°

180°-nak 7 radian felel meg, @ szognek radidn. A kozépponti szogek értékei radianban

113,6°- 7

1800~ 1,983 rad.

mérve rendre 247 o 0,942 rad,

180° ~ 3,121 rad és

Mekkora kerileti szogek tartoznak a 64°; 128,5°% 245°26" kozépponti szogekhez? Adjuk meg
ezeket a szogeket radianban is!

Megoldas
A keriileti szogek 6740 = 32°, 12% = 64,25°, % = 122°43" (= 122,72°). A radidnban
mért értékek rendre 33;6? ~ 0,559 rad, 64%28% ~ 1,121 rad és % ~ 2,142 rad.

Egy korben két iv hossza 8 cm és 15 cm. Az els6hdz tartozé kozépponti sz6g 42°. Mekkora a mé-
sodik ivhez tartoz6 kertleti szog?

Megoldas
Az ivek hossza egyenesen aranyos a hozzajuk tartozé kozépponti szogek nagysagaval. A méso-
dik fvhez tartozo kertileti szoget jelolje a, ekkor % = %/ sinnen @ = 12 842 =78,75°.

Egy korben a 37°-o0s kerleti szoghdz 5 cm hosszi koriv tartozik. Mekkora iv tartozik a 112°-os
kozépponti sz6gh6z?

Megoldas
A keresett ivet jelolje i. A 37°-0s kertileti sz0ghoz tartozé kozépponti szog 2 - 37° = 74°. Az el6z6
feladat megolddsahoz hasonléan felirhatjuk az 11i20 = 720 aranyt, és innen | = > '714102 ~

~ 7,57 (cm).
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m Egy hir a kérvonalat két olyan ivre osztja, amelyek ardnya 5 : 7. Mekkordk az ivekhez tartoz6 kézépponti
és kertileti szogek?

Megoldas
Egyrészt a kozépponti szogek nagysaga aranyos a hozzajuk tartoz6 ivek hosszaval, mésrészt a két szog 6sz-

szege 360°. igy a két kozépponti szog % -360° = 150° és % 360° = 210°%-0s, a hozzajuk tartozé keri-

150°
2

210°

5 = 105°.

= 75%és

leti szogek értéke pedig

m Mekkora kertleti szog tartozik a kor %; %; %; % részéhez?

Megoldas

1

A kor 5 részéhez tartozé kozépponti szog nagysaga %-360", a kerileti szog pedig ennek a fele:

1 -180° = 36°. Hasonlban: az 1 vészher tartozé keriileti sz0g % 180° = 22,5° a 3 részhez tartozé ke-

8 4

vl

rileti szog %480" =135%a % részhez tartozo kertleti szog pedig % 180° = 11°.

7 E2 Két hur %8‘” 15'-es sz,é')g?e[\ mets;i egymést. E szog egyik ivéhez tartozé kozépponti szog 63° 44’. Mekkora
a masik ivhez tartozé kozépponti szog?

Megoldas

Jeldlje a kér kozéppontjat O, az AB és CD hirok metszéspontjat M. A feltéte-

lek szerint ismert CMB <X = AMD < = @, valamint a BC ivhez tartozé BOC ko-
zépponti sz6g, aminek nagysaga legyen 2w.

Vegyiik fel az AC segédszakaszt! Ekkor CAB<( = w, mert feleakkora nagy-

sagl, mint a CB ivhez tartozé kozépponti sz6g. Az ACM <L = @ — w, mert az

ACM haromszégben @ az M cstcsndl 1évé kiilsé szog. Mivel az ACM <L =

' D = ACD< egyittal az AD ivhez tartozé kerlleti szog, ezért az AD ivhez tartozé

A

B

(o= kozépponti szog ennek a kétszerese: AOD I = 2(a — w).
(Az eredmény fiiggetlen O és M viszonylagos helyzetétdl.)

c A konkrét adatokkal @ = 38°15’, 2w = 63°44’, w = 31°52, s igy a kere-
sett kozépponti sz6g AOD<{ = = 2(38°15" — 31°52') = 6°23".

Az &bran a b és c ivekhez tartozé kerileti szogek f, illetve y. Mekkora az @ szég a f és a y ismeretében?

oS- &

Ha az AB ivhez tartoz¢ kertileti sz6g S, akkor ADB<L = ACB<L = (5 (dbra).
Hasonléan ha a CD ivhez tartoz6 kertileti szog 7, akkor DAC<{ = DBC< = 7.
Az ADM haromszog M-nél 1évé kiilsé szoge a, igy @ = 5 + 7.

Megoldas
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Hasonldan jarunk el ebben az esetben is. ADBL = ACBL = f és DAC<L = DBC< = 7.
Most a DBM haromszog B-nél 1évé kilsé szoge 7, igy v = @ + B, azaza = y - .

Rajzoljunk két egymast metszé kort, és hiz-
zunk egyeneseket az egyik metszéspontju-
kon at! Igazoljuk, hogy ezeknek a két kor ki-
vagta szakaszai mind ugyanakkora szdgben
lathatok a masik metszéspontbél! (Az M met-
széspont elvalasztja az A és B méasodik met-
széspontokat.)

Megoldas

Jeloljik az M metszésponton &t hizott egye-
nesek, valamint a két kor metszéspontjait
A-val és B-vel, a két kor masik metszéspont-
jat C-vel (abra). Ekkor azt kell bizonyitanunk,
hogy az ACB szog allandé (azaz nem fligg az
AB egyenes helyzetétdl).

MC rogzitett, igy MACL = a az O ko-
zéppontu kor kertleti szoge, tehat allando.
Hasonléan MBC<( = [ a Q kozéppontd kor-
ben kertleti szog, ezért f nagysaga is al-
landé. Végul ACB<X = 180° — (@ + [), ami
szintén allando érték; s ezzel az éllitast iga-
zoltuk.
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72. ERINTOSZARU KERULETI SZOG

m Szerkessziik meg egy ABC haromszog koré irt kor A pontbeli érintéjét a kor kozéppontjanak megszerkesz-
tése nélkil!

Megoldas

Az ACB<L = y az AB iven nyugvé kertileti szog. Ugyanilyen nagysagl az
A pontbeli e érint§ és az AB hdr altal bezart hegyesszog is (érintészard
kerlleti szog), ezért elegendd egy olyan D pont megszerkesztése,
amelyre DAB< = y. Ekkor e = AD a keresett érinté.

2. E1 Szamitsuk ki az ABC hdromszog koré irt kor A pontbeli érintéjének és a BC oldal egyenesének szogét, ha a
haromszog B-nél és C-nél levé szogei 5 és 7!

Megoldas

Az e érint6 és a BC oldalegyenes metszéspontjat jeloljik D-vel (abra). Ekkor DAB<L = y (érint6 szaru ke-
rileti sz6g), s mivel az ADB haromszog B-nél 1évé kiils6 szoge B, igy a keresett sz6g ADB<L = 5 — 7.

Ezt az eredményt abban az esetben kapjuk, ha f > 7. Ha f = 7, azaz a haromszog egyenld szart, akkor
a két egyenesnek nincs metszéspontja; ha pedig 5 < 7, akkor a BC szakasz C-n tili meghosszabbitasa met-
szi az e érint6t, s a bezart szog v — .
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72. ERINTOSZARU KERULETI SZOG

Rajzoljunk egy hdromszog csticspontjaiban a hdromszog koré irt korhoz érintéket! Mekkorak az
érinték dltal meghatdrozott haromszog szogei, ha az eredeti haromszog szogei a, 5, 7?

Megoldas

Az AB hirhoz tartozé érintészara kerdleti
szogek nagysaga 7, a BC hirhoz tartozoké «,
és az AC hirhoz tartozoké S (dbra). Jeldlje
az érint6k metszéspontjat D, E, F; ekkor a
keresett szogek nagysaga FDE <. = 180° - 24,
DEF<. = 180° -2y, EFD< = 180° - 2a.

Megjegyzés: A hdrom szog Osszege
3-180°=2- (@ + B + y) = 180° természe-
tesen.

Igazoljuk, hogy egy haromszog egyik szogfelezéje és a szemkozti oldal felezémérélegese a koré
irt koron metszik egymast!

Megoldas
Jeloljik a C cstcsbol hazott szogfelezé és a kordlirt kor met- C
széspontjat E-vel (dbra)! Mivel ACE<L = BCE<(, és ugyanakkora
kertleti szogekhez azonos hossz(isagu ivek tartoznak, ezért az AE
és EB ivek egyenlSk. Ebbdl kovetkezik, hogy E az AB iv fe-
lezépontja, s ezen ponton az AB szakasz felez6 merélegese va- 0
[6ban dtmegy.
A F
B
E

Huazzunk két kor egyik metszéspontjan at egyeneseket! A két korrel valé Gjabb metszéspontjaik-
ban hdzzunk érintéket a korokhoz! Mutassuk meg, hogy mindezek az érintéparok ugyanakkora
szoget zarnak be egymassal! (Az M metszéspont elvalasztja az A és B masodik metszéspontokat.)
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Megoldas

E

A két kor M metszéspontjan at hizott egyenes az A és B pont-
ban metszi a koroket, az ezen pontokba hizott érinték met-
széspontjat pedig jeldlje E. Bizonyftanunk kell, hogy az AEB <
allando.

Egy lehetséges megoldas a kovetkezd.

Jelolje a két kor M-tSl kilonbozé metszéspontjat C. Az
elézé leckében igazoltuk, hogy az ACB < éllandé. (Emlékez-
tetéul: az abra szerinti @ és [ kerileti szogek nagysaga al-
land6, és ACBL = 180° — (@ + B).) Eszrevehetj(]k, hogy
EAM L = ACM <L = y és EBM <L = BCM <L = & (érintd szard,
illetve ,normal” kertilti szgek). Mivel ACB<L = y + ¢ = al-
landd, igy AEB<L = 180° — (y + ¢) szintén dlland¢6 érték.

(Azt is megkaptuk, hogy AEB<L = @ + S.)

73. LATOSZOGGEL KAPCSOLATOS MERTANI HELY

IR

A kovetkezé feladatok megoldasa sordn altalaban adott szakasz latokorét
kell megszerkesztentink. A szerkesztésre tobb lehetdségtink van.

Tegytik fel, hogy a sik azon pontjait keresstik, amelyekbdl egy AB szakasz
@ nagysagl szogben latszik. A ponthalmaz két, az AB-re szimmetrikus hely-
zetli koriv, s az egyik korkozéppontot példaul a leckében leirt médon, az
abra szerinti f és g egyenesek metszéspontjaként kaphatjuk meg. (g merdle-
ges az A pontbeli érintére, mig f az AB szakasz felez6merélegese.)

OAF< = OBF< = 90° — a szerkeszthetd, igy egy masik lehetSség pél-
daul a g és h egyenesek szerkesztése (mindkét esetben 90° — & nagysagl
szoget kell felmérntink az AB szakaszra).

Elvileg dgy is eljarhatunk, hogy megszerkesztjiik a koriv valamely tovébbi
pontjat. Az abran a C és D pontok szerkeszthet6k konnyen: BAD < = 90°,
ABD < =90° -, igy a D ponta h és m egyenesek metszete. (m az AB sza-
kaszra A-ban allitott meréleges.) A C pont szerkesztésében pedig az az ész-

revétel segit, hogy FAC<{ = 90° - %.

Mindkét esetben ismerjiik a kérvonal hdarom pontjat, igy visszavezet-

hetjiik a feladatot harom pont koré irt kor szerkesztésére.

A tovdbbiakban tehat ismert szerkesztési 1épésként hivatkozunk a latokor-szerkesztésre. A leckében
kitGzott szerkesztési feladatok teljes és részletes megoldasara nincs lehetdséglink; megelégsziink a szer-
kesztés vazlatos menetének a lefrdsaval, s minimdlis — elsésorban a megoldasszémra vonatkozé — diszkusz-

szidval (elemzéssel).
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Rajzoljunk egy egyenest, és tlizzlink ki rajta kivil két pontot! Szerkessziink az egyenesen olyan
pontot, amelybdl a kitlizétt pontokat 6sszekétd szakasz adott szogben lathato!

Megoldas

Jelolje a szakaszt AB, az adott szoget @! Ekkor a keresett pont az AB szakasz @ szog latokorének,
valamint az adott egyenesnek a metszéspontja. Mivel a latokor két koriv, a megoldasok szama 0,
1, 2, 3 vagy 4 lehet.

Vegytink fel egy kort és a kor belsejében két pontot! Szerkessziink a koron olyan pontot, amelybd!
a két adott pontot 6sszekots szakasz adott szogben lathaté!

Megoldas

Hasonl6an jarunk el, mint az el6z¢é feladatban. Ha a szakaszt AB, az adott szoget « jel6li, akkor
az AB szakasz @ szogl latokorének, valamint az adott kornek a metszéspontja megfeleld lesz.
Most is legfeljebb 4 megoldas lehet.

Szerkessziink egy szabélyos haromszog belsejében olyan pontot, amelybél az egyik oldal 90°-os,
a masik 120°-os szogben lathato!

Megoldas

A keresett pontok az egyik oldal 90°-os, és a masik oldal 120°-os C
latokor-iveinek a metszéspontjai.
Az abran megrajzoltuk az AB oldal 120°-o0s, valamint a BC és
AC oldalak 90°-os latokoreit (ez utobbiak Thalesz-korok). Keresett
tulajdonsagl pontok a C és H. Az abra alapjan azt is megallapit-
hatjuk, hogy a feladatnak 6 megoldésa van.

Szerkessziink egy négyzet belsejében olyan pontot, amelyikbél két szomszédos oldal egyike
120°-0s, a masik 150°-os szogben lathato!

Megoldas
Tekintstik a feladatot megoldottnak, azaz tegytk fel, hogy az D C
ABCD négyzet belsejében az E pont olyan tulajdonsagud, hogy 7
AEBL = @ = 120°és BEC<L = = 150° (abra). Ekkor AEC<L = //
= y = 90° adddik. Ez azonban nem lehetséges: konnyen igazol- 7
hat6, hogy mindig teljestilnie kell az AEC<L < ABC<L = 90° 7
egyenlétlenségnek. e

(Bizonyitas: A kiilsészog-tételt kétszer alkalmazzuk, ez alapjan 7 1
AECL < AFCL < ABCL = 90°.) E(TLpY"

A feladatnak tehét nincs megoldasa. 7 a

s
A B
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m Keresstink egy derékszogli hdromszog belsejében olyan pontot, amelybdl mind a harom oldal ugyanakkora
szogben lathaté! Mindig van a feladatnak megoldasa?

Megoldas

A keresett P pontra APB<{. = BPC<L = CPA<L = 120°, igy P az AB, BC és AC ol-
dalakra emelt, 120°-os latokorivek metszéspontjaként allhat eld.

Az dbrardl leolvashat6, hogy ha az AB szakasz 120°-os latokorivéhez a B pont-
ban érintét hizunk, akkor az e érinté az AB szakasszal 60°-os szoget zar be. Ezért
az AB és BC oldalakra emelt 120°-o0s latokorivek minden olyan esetben metszik
egymast, amikor ABC<L < 120°. A derékszogli haromszogre ez a feltétel teljesl,
tehat az AB és BC oldalakra emelt 120°-os lat6korivek mindig metszik egymast egy
P pontban. Mivel APB<( = BPC<[ = 120°, sziikségképpen CPA<L = 120°, tehat
a P ponton at kell haladnia az AC oldalra emelt 120°-os latékorivnek. tehat a fel-
adatnak mindig van — pontosan egy — megoldasa.

Megjegyzés: A harom latokorivet tetsz6leges hdromszog esetén is megszerkeszthetjiik. Ha a hdromszog
minden szoge kisebb, mint 120°, akkor a pont egyértelmiien létezik, ezt nevezik a haromszog izogonalis
pontjanak.

m Egy kor belsejében vegylink fel egy pontot! Szerkessziink a ponton &t olyan hdrt, amelyhez adott nagysagu
kerlleti szog tartozik!

Megoldas

Tobbféle megoldas adhatd. Adott @ nagysagi kerileti szogekhez ugyanakkora
hdrok tartoznak (és forditva), igy @ ismeretében a keresett hir h hossza meghata-
rozhat6. A h hosszlsagl hdrok felezépontjai az eredeti korrel koncentrikus
c kort hatarozzak meg (egydttal c-t érintik), tehat elegend6 az adott P ponton &t a
¢ korhoz érintét szerkesztentink.

A konkrét eljaras a kovetkezé (abra):

Az adott O kézéppontl k korbe tetszéleges @ nagysagl kerlleti szoget szer-
kesztiink, az ehhez tartozé AB hir hossza tehat h. Megszerkesztjiik az AB szakasz
F felez8pontjan d&tmend, O kozépponti c kort (a c-t érinté hdrok hossza h). Végiil
P-bol érint6t szerkesztiink a ¢ korhoz, az érinté k korbe esd szakasza a keresett
har.

Az érint6 szerkesztésétd fiiggéen 0, 1 vagy 2 megoldds lehet. (Az dbran két
megoldas lathaté, az a és a b har.)

7 E1 Rajzoljunk egy kort és egy haromszoget! Szerkessziink a korbe haromszoget, melynek szogei egyenldk az
adott haromszog szogeivel!

Elsé megoldas

Jelolje a haromszog szogeit @, f és y! Ezekhez a kertileti szogekhez az adott k korben alland6 a, b, ¢ hosz-
szGsagl hdrok tartoznak. A szerkesztés tehat egyszertien annyibdl all, hogy az a, b és c hosszisagu hirok
megszerkesztése utan, ezeket egymashoz csatlakozva felmérjik a korben. (Eléga = BC és b = CA felmé-
rése; AB = c szlikségképpen teljesal.)

Masodik megoldas
Megszerkesztjiik az adott ABC hdaromszog koré irhaté ¢ kort, majd a c-t hasonldsagi transzformaciéval at-
vissziik k-ba. A k korben keletkezett A'B'C’ haromszog megfeleld lesz.

m Szerkessziink négyszoget, ha adott két atloja, két szomszédos oldala és a masik két oldal szoge!
Megoldas

Legyen az ABCD négyszogben az atlok hossza AC = e, BD = f, valamint ismert mennyiségek még AD = d,
DC = c és ABC< = a. Eszrevehetjiik, hogy az ACD haromszog kénnyen szerkeszthetd, hiszen harom ol-
dala ismert. (Ha az oldalak mas sorrendben adottak, akkor is szerkeszthet§ haromszoget kapunk két szom-
szédos oldal és a megfelel6 atl6 segitségével.) A hidnyzé B pont két ponthalmaz metszeteként all elS: egy-
részt rajta van a D kozéppontd, f sugard koron, masrészt pedig az AC atlé @ szogli latokorén fekszik.
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74-75. HURNEGYSZOG

Tobb megoldast is kaphatunk, s ezek kozott konkav
négyszog is lehet. (A latokorivet az AC &tlé6 mindkét ol-
daldra megszerkeszthetjiik.) Természetesen a megold-
hatdsag egyik sziikséges feltétele, hogy az e, d, ¢ hosz-
sz(sagl szakaszokbol hdromszoget szerkeszthessiink.) /

74-75. HURNEGYSZOG

A paralelogrammak kozul melyek a hidrnégyszogek?
Megoldas

A paralelogrammadk szemkozti szogei egyenlék. Ha ezek 6sszege 180°, akkor a szogek sziikség-
képpen 90°-osak. Tehat ha egy paralelogramma hirnégyszog, akkor téglalap.

Lehet-e a trapéz vagy a deltoid hirnégyszog?
Megoldas

A hirtrapéz hirnégyszog (és ha egy hirnégyszog trapéz, akkor az hirtrapéz).

Ha az ABCD deltoidban B<C = D <, és a hdrnégyszog-tulajdonsag miatt B<L + D< = 180°,
akkor B<L = D <L = 90°. A feltétel elégséges, mert ekkor a masik két szog Gsszege is 180°. Tehat
az Un. derékszogl deltoid hdrnégyszog; ekkor konvex, és a kortlirt kor kozéppontja az AC atlé
felezépontja.

Bizonyitsuk be, hogy egy hdromszog két magassagvonalanak meghosszabbitasai a harmadik cstics-
t6l egyenld tavolsagban levé pontokban metszik a haromszog koré frt kort!

Megoldas

Metsszék az ABC haromszogben az A és C csticsbol hizott magas-
sagok a D, illetve E pontban a kortlirt kort. Ekkor igazolnunk kell,
hogy EB = BD (dbra).

Legyen ABC<L = [3, ekkor AEC<L = f3 szintén, mert mindkét szog
az AC iven nyugvo kerileti szog. Az abran e-nal, illetve A-val jelolt
szogek egyenlSk, mert a megfelelé derékszogli haromszogekben

B pétszogeik. Készen vagyunk: EAB<C = DAB <L, s mivel ezen kerii- 0
leti szogek egyenldk, a hozzdjuk tartozé EB, illetve DB ivek hossza is
megegyezik.
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A megfontolasaink tompaszdgl haromszog esetén is érvényesek marad-
nak.

(Példaul az abran a B csticsnal 1évé tompaszog miatt AG és CF a harom-
sz6gon kiviil haladé magassagvonalak. AEC <L = 5, mert AC kerdleti szoge. Az
AGB és AFE derékszogl haromszogekben A = f —90° és ¢ = 5 — 90°, tehat
A=e)

m Tukrozzik egy tompaszogl hdromszog magassagpontjat a hdromszog egyik oldalegyenesére! Igazoljuk,

hogy a magassagpont tiikorképe a hdromszog koré irt koron van!
Megoldas

Az el6z6 abra jeloléseit hasznalva az AG és CF magassagok M metszéspontja a haromszog magassagpontja.
Az AFE és AFM derékszogl haromszogek egybevagosaga miatt, ha az M pontot tiikrozziik az AB oldalegye-
nesre, akkor az E pontba jutunk, ami valéban rajta van a kordlirt koron. (M-et G-re tikrozve a D pontot
kapjuk.)

m Igazoljuk, hogy barmely nem derékszogli haromszog két csticsa és a szemkozti oldalukhoz tartozé magas-
sagtalppontok hirnégyszoget hataroznak meg!

Megoldas C
Mivel ADB<( = AEB<L = 90°, igy az AB szakaszra emelt Thalesz-kor at-

megy a D és E pontokon. Az A, B, C, D pontok tehat valéban egy kéron D
vannak.

Tompaszogl haromszogre is igaz marad az allitds. (A tompaszogli ha-
romszoget Ugy képzelhetjik el, hogy a C és M pont szerepet (és helyet)
cserél.)

m Az abran AB és CD egy-egy kor parhuzamos hrjai. Igazoljuk, hogy az ECDF négyszdg hirnégyszog!
A

E

Megoldas

Legyen EAB<L = «a, ekkor BFE<L = 180° - a,
mert AEFB hlrnégyszog.

EFC<L a BFEL kiegészité szoge, igy
EFC< = a. Az AB és CD hurok parhuzamos-
sdga miatt CDA<L = 180°-BAD <L = 180°-a.
Kaptuk, hogy az ECDF négyszdgben
D + FX = 180°,
igy ECDF valoban hirnégyszog.
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7 E2 Igazoljuk, hogy ha egy konvex négyszog szogfelez6i négyszoget alkotnak, akkor ez a négyszog har-
négyszog!

Megoldas

Az ABCD négyszog szogeit jeldlje 2a, 2/, 2y, 20, a szog-
felezék altal kapott négyszog cstcsait pedig E, F, G, H!

Az EFGH négyszog H-nal levd belsé szoge az dbra
szerint HL = 7 — (@ + 0), az F-nél [évd belsd szoge
pedig FXL =7 — (B + 7). Akét sz0g dsszege H<L + F<L =
=27 —(a + B + 7 + 0). Mivel barmely négyszog belsé
szogeinek 6sszege 27, ezért 2a + 25 + 2y + 20 = 2x,
azaza + f + 7y + 0 = n. Az EFGH négyszog szemkoz-

tes szogeinek Gsszege igy 7, vagyis beldttuk, hogy (ha lé-
tezik) EFCH harnégyszog.

m Igazoljuk, hogy az abran szereplé BCED négyszog hr- E
négyszog!
D
A 4
O B C
Megoldas
Thalesz tétele miatt ADB<{ = 90°, igy a BCED négy- E
szogben C<L + D<C = 180°, vagyis BCED val6ban hir-
négyszog. D
A 4
O B C

m Két kor metszéspontjain at egy-egy szel6t hiztunk. Igazoljuk, hogy az ABCD négyszog trapéz! (Ne
feledkezziink meg a diszkussziérol!)
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Megoldas

Az O és Q kozéppontl korok metszéspontjait jeloljik M-mel és N-nel, s
legyen NAC<L = « (dbra)!

ANMC hirnégyszog, ezért CMN <L = 180° — @. Ennek NMD < kie-
gészitd szoge, igy NMD <L = a; tovdbba NBD < = 180° — &, mert NBDM
hirnégyszog. ABDC valéban trapéz, mert A< + B<L = 180°.

Meg kell vizsgalnunk azt az esetet, ha az egyik szeld, pl. CD, a masik
(az abran: révidebbik) MN ivén metszi a Q kozépponti kort.

Jeloljiik az bra szerinti AB és CD szel6k metszéspontjat E-vel, s legyen
CAN < = a. Ekkor CMN < = & szintén (azonos CN iven nyugvo kertileti
sz6gek). De — hasonl6 okok miatt — DMN <L = DBN <L = & szintén. Mivel
CAE< = EBD < valt6szogek, igy AC és BD parhuzamos, tehat ACBD tra-
péz.

Végiil hasonléan igazolhat6 a harmadik eset is, amikor mindkét szel6
a rovidebbik MN ivén metszi a Q kdzépponti kort. (A bizonyitds leol-
vashat6 az abrardl.)

m Egy haromszog egyik oldalan levé magassagtalppontbdl bocsassunk merélegest a masik két oldalra! Igazol-
juk, hogy ezeknek a talppontjai és a kiindulasul vett oldal végpontjai egy koron helyezkednek el!

Megoldas

Az A cslcesbél a BC oldalra bocsatott meréleges talppontjat jelolje T, a T
pontbdl az AB és AC oldalakra bocsatott merdlegesek talppontjait pedig
jelolje D és E (dbra). Ha BCA<L = 7, akkor ETA<L = y (meréleges szarl
hegyesszogek), valamint EDA<( = 7 is teljestl. Ugyanis ADTE hirnégy-
sz0g (DL + E<L = 180°), és ETA<L és EDA< az AE hirhoz tartoz6 ke-
ruleti szogek. Ekkor azonban BDE<C = 180° — 7, s igy a BCED négy-
szogben C<L + D<C = 180°. Az allitast belattuk: BCED hirnégyszog.



74-75. HURNEGYSZOG

Hasonl6an igazolhat6 tompaszogli haromszogekre
is az allitas. Segitségul egy abrat mellékeltnk.

m Igazoljuk, hogy ha négy kor barmelyike két masikkal kivilrél érintkezik,
akkor a négy érintési pont egy koron van!

Els6 megoldas

Jelélje a korok kozéppontjat O,, O,, O, O, a korok érintési pontjait A,
B, C, D, a korkozéppontoknal keletkezett szogeket pedig @, 5, 7, 6 (dbra)!

_a

Mivel AO,D egyenl6 szar haromszdg, igy O, DA< = 90° — 5

l6an 0,DC = 90° 9. Az ADC = 180° - O,DAY — O,DC4 =

, s hason-

@ '2+‘ 6. Szimmetriaokok miatt ABC<L = B —2’_ 7 Az ABCD négyszogben

DY +BY = w = 180°, merta + B + 7 + 6 = 360° (négy-

sz0g belsé szogeinek 6sszege). Az allitast belattuk, ABCD hirnégyszog.

Masodik megoldas
Hulzzuk meg a kozos érintSket az A, B, C, D pontokba. A négyszog belsejében [évé AD ivhez tar-
tozé kerileti szog % az A és a D pontokndl is. Hasonl6an g, %, g
CD ivnél keletkezd érinté szara kerlleti szogekre. Mivel @ + B + 7 + 0 = 360° (négyszog belsé
a+B;—7+6 — 180°

szogek adoédnak az AB, BC,

szogeinek 6sszege), ezt 2-vel osztva , és ez éppen az A és C, valaminta B

és D csticsoknal keletkezé kertleti szogek 6sszege.
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m Igazoljuk, hogy az 6t hlrnégyszoghdl dsszetett ABCD négyszog szintén D

hirnégyszog!

Megoldas B C

b Az Ot hlrnégyszogre tiz Osszefliggést irhatunk fel (a szem-

¥ kozti szogek Osszege 180°), tovabba van még négy Gssze-

fuggéstink: a ,belsd” csticsok korili szogek dsszege 360°. Ez

5 B-o 14 egyenlet; tehat a négyszogek 20 belsé szogei koziil 6-ot

szabadon vélaszthatunk. Legyenek ezek @, B, 7, 0, €, w, és

5 a tobbi szog értékét ezek segitségével kifejezhetjik (abra).

are A L kilsd” négyszog két szemkoztes szogének Gsszege

B+r Y r—p (@—e+0)+ (e+7m—a-0)=r (=180, tehat a ,kils”
négyszog valéban hirnégyszog (ha a ,belsék” is azok).

T—a+e

A KORHOZ HUZOTT SZELOSZEKASZOK TETELE
(OLVASMANY)

m Egy korhoz a P pontbdl hizott szel6 a kort A-ban és B-ben metszi. PA szakasz 5 cm-rel révidebb, AB pedig
5 cm-rel hosszabb, mint a P-bdl a korhoz hazott érintd. Mekkora az érintészakasz?

Megoldas
Jeloljik az érintészakasz hosszét e-vel. A feladat szovege szerint AP = e — 5, és AB = e + 5. Ezért
PB = PA+AB = (e —5)+ (e +5) = 2e.

Mivel az érintGszakasz hossza mértani kbzepe a szel@szakaszokénak, igy

e’ = 2e(e — 5). Innen e # 0 miatt oszthatunk e-vel. Atrendezve e = 10 adédik.

Egy kiils6 P pont a kor kézéppontjatél 17 cm tdvolsagra van, a szelészakaszok 10 cm és 12 cm. Mekkora a

2. El kor sugara?

Megoldas

Jeloljik az érintészakasz hosszat e-vel. Mivel az érintészakasz hossza mértani kozepe a szel6szakaszokénak,
igy
e?=d*—r*=d*— PA-PB;
rr=d—e*=17"-12-10 = 289 —120;
r’=169;
r=13.
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3. E1

5. E2

A KORHOZ HUZOTT SZELOSZEKASZOK TETELE

Egy korhoz a P pontbdl hizott érintdszakasz 20 cm, egy P pontbdl hizott szel6 a kor kézép-
pontjatél 8 cm-re van. E szel6nek a hosszabb szelete 40 cm. Mekkora a kor sugara?

Megoldas

Jeloljik a rovidebb BP szel@szakaszt x-szel. (dbra) Mivel az
érint6szakasz hossza mértani kdzepe a szel@szakaszokénak, igy
20? = 40x, ahonnan x = 10 cm. Tehat az AB hir hossza 30 cm,
a szakasz F felezé pontja A-t6l 15 cm-re van. Ha O-val jel6ljiik
a kor kozéppontjat, akkor felirhatjuk a Pitagorasz tételt az AFO
haromszogre.

r’=8%+15%= 289;
r=17cm.

Adott egy f egyenes és két ra nem illeszkedd pont az egyik félsikban. Szerkessztink olyan kort,
amelyik érinti az egyenest és atmegy a két ponton!

Megoldas

Legyen a két pont A és B. Mivel a két pont illeszkedik a korre, ezért a keresett kor kozéppontja

rajta van a AB felezé merélegesén.
Most két esetre bontjuk a megoldast.

a) AB egyenes metszi az f egyenest. Jelolje a metszéspontot P.
Ekkor a szel¢szakaszok tétele miatt PA-PB = . Meg tudjuk szerkeszteni a szel¢szakaszok
mértani kozepének hosszat, ami az érintészakasz hossza. Ezt a P pontbdél mindkét iranyba fel-
mérhetjiik az f egyenesre. Két lehetséges érintési ponthoz (E,, E,) jutunk. Mindkét pontban
merdlegest allitunk az f egyenesre. Ezeknek az AB felez6 merélegesével alkotott metszéspontjai
(O,, O,) adjak a két keresett kor kozéppontjat. A korok sugarai O,E, és O,E, szakaszok.

b) AB egyenes parhuzamos az f egyenessel. Ekkor a felezé merdleges szimmetria tengely. Az érin-
tési pont ezért a felezé merdleges és az f egyenes metszéspontja. (E) a keresett kor pedig az
ABE haromszog koré irt kore.

Bizonyitsuk be, hogy belsé pontra nézve igaz, hogy PA-PB = r* — d?, ahol d a P pont tavolsaga
a kor kozéppontjatol!
Megoldas

Hizzuk mega P-t a kor O kozéppontjaval 6sszekotd hirt (az atmérdt). Ha P az AO szakaszra esik,
akkor PB =r + d, és PA = r — d. A kett dsszeszorzasabol adodik az allitas.
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